
CAPÍTULO 4

REFLEXIONES DE ANDREEV Y PROPIEDADES
DE TRANSPORTE EN INTERFASES CON

FRONTERA ARMCHAIR

Estudios de nanocintas de grafeno han mostrado que el espectro de energia puede ser metálico
o aislante cuando se presenta el tipo de borde Armchair y para el caso de frontera Zigzag el
espectro presenta estados de superficie [39, 61]. Debido a lo anterior, ha aumentado el interés en
el estudio de las propiedades de transporte, tales como conductancia diferencial [21, 53], carac-
terísticas de corriente - voltaje [54–56], efecto Josephson [57], ruido de emisión diferencial [58]
en junturas que involucran grafeno. En este capítulo se determinan y analizan los coeficientes de
reflexión para una juntura grafeno en estado normal - aislante - grafeno en estado superconduc-
tor GIS con frontera Armchair. También se consideran diferentes valores de dopaje del grafeno
en estado normal y de la fortaleza del aislante. A partir de estos coeficientes se determinan
la conductancia diferencial por medio del modelo de Blonder, Tinkham, Klapwijk (BTK) [59].
Por último, comparamos el efecto del tipo de frontera Zigzag y Armchair en los coeficientes de
reflexión y en la conductancia diferencial para la juntura GS y GIS.

4.1. Interfases con Grafeno

Consideramos una juntura de grafeno en estado normal que se extiende de −∞ a 0 a un grafeno
en el estado superconductor de 0 a ∞ los cuales son homogéneas e infinitas en la dirección y
como se ilustra en la Fig. 4.1,
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Fig. 4.1. Diagrama de juntura grafeno en estado normal - aislante - grafeno en estado superconductor con frontera
Armchair. La interfase esta en x = 0. En la grafica se distingue que un electrón incide desde el valle K (flecha
de color rojo) que puede ser reflejado en cada uno de los valles K ó K′ como hueco (flecha de color azul claro)
o como electrón (flecha de color azul oscuro). Los mismos procesos de dispersión se presentan para cada una de
las interfases a) GS. b) GIS.
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en donde se ilustra que puede presentarse una dispersión en cada uno de los puntos de Dirac.

El potencial de pares como en el caso Zigzag, se modela como

∆(x) =

{
0 x < 0,

∆0 x ≥ 0.
(3.1)

Con base en la discusión acerca del tipo de frontera Armchair realizada en la sección 1.3.1, se
analizan los procesos de dispersión en ambos valles K y K′ asumiendo que un electrón incide
hacia la interfase propagándose en el valle K. A continuación se analizan los coeficientes de
reflexión y se determina la conductancia diferencial en interfases que involucran grafeno en
estado normal y grafeno en estado superconductor cuando se tienen diferentes energías de Fermi
EF del grafeno en estado normal.

4.2. Juntura Grafeno en Estado Normal - Grafeno en Estado
Superconductor

Consideremos un electrón incidiendo desde el grafeno normal hacia la interfase propagándose en
el valle K; éste puede ser reflejado como un electrón con amplitud de probabilidad u1 ó u′1 en el
mismo valle de incidencia o en el valle K′ respectivamente. Debido a las reflexiones de Andreev,
el electrón también puede ser reflejado como hueco con amplitud de probabilidad v1 ó v′1 en los
valles K o K′, respectivamente, de tal manera que la función de onda en la región normal puede
ser escrita como
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(4.1)

donde se ha asumido que los términos eiαe(h) son los dados en (3.3) y la mezcla de los valles en
(4.1) es el resultado de los procesos de reflexión de electrón o hueco, en la interfase.

En la región superconductora el electrón puede transmitirse como una cuasipartícula tipo elec-
trón en el valle K ó K′ con amplitudes de probabilidad C+

qe ó C+′
qe , respectivamente, adicional-

mente se puede transmitir como cuasipartículas tipo hueco con una amplitud de probabilidad
C−
qh ó C−′

qh en los valles K ó K′, respectivamente, por lo tanto la función de onda en la región
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superconductora es escrita como,

ΦS(r) = eiK·rΨqe
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(4.2)

Debido a que las funciones de onda (4.1) y (4.2) combinan valles no son soluciones de las mismas
ecuaciones de Dirac, ya que al combinar valles combinan ecuaciones de Dirac (1.6) y (1.7), de
manera que la dinámica de los portadores de carga ((4.1) y (4.2)) es regida por la ecuación de
Schrödinger. Por lo tanto, para determinar las condiciones de frontera no basta con condiciones
de frontera para la función de onda (como en el caso Zigzag (3.5)) sino que también se necesita
las condiciones de frontera para la derivada. Para la juntura GS, las condiciones de frontera en
x = 0 son

ΦG(r)

∣∣∣∣∣
x=0

= ΦS(r)

∣∣∣∣∣
x=0

, (4.3a)

∂ΦG(r)

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

=
∂ΦS(r)

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

. (4.3b)

Como las funciones (4.1) y (4.2) son bi - espinoriales, obtenemos un sistema de 8 ecuaciones
para 8 incógnitas. A continuación se determinan los coeficientes de reflexión electrón - electrón
y electrón - hueco en cada uno de los valles en términos de las amplitudes de probabilidad de
las funciones (4.1) y (4.2).

4.2.1. Coeficientes de Reflexión

Con base en los coeficientes de reflexión determinados en (3.8), y por medio de la densidad de
corriente de probabilidad JΨK(K′)

en cada valle se determinan los coeficientes como

R
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donde nuevamente hemos usado la expresión (3.8a) para calcular las densidades de corriente de
probabilidad de la función de onda (4.1). Los coeficientes de reflexión en cada uno de los valles
se ilustran en las figuras Fig. 4.2 y Fig. 4.3.
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Fig. 4.2. Variación del coeficiente de reflexión electrón - hueco y electrón - electrón en el valle K con respecto a
la energía de excitación E ≡ eV de una juntura GS para diferentes dopajes (en términos del potencial de pares
∆0) del grafeno en estado normal.

Observamos que el efecto de dopaje disminuye los coeficientes de reflexión en el valle K y
aumenta los coeficientes de reflexión en el valle K′. Como en el caso Zigzag las reflexiones de
Andreev son cero para E = EF si EF ≤ ∆0. El coeficiente de reflexión Re−h en el mismo valle de
incidencia es máximo cuando E = ∆0 y en el otro valle tiende a cero. De aquí podemos concluir
que las reflexiones de Andreev en el mismo valle están en resonancia cuando E = ∆0.
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Fig. 4.3. Variación del coeficiente de reflexión electrón - hueco y electrón - electrón en el valle K′ con respecto a
la energía de excitación E ≡ eV de una juntura GS para diferentes dopajes (en términos del potencial de pares
∆0) del grafeno en estado normal.

De la Fig. 4.3 vemos que las reflexiones electrón - electrón son mayores que las correspondientes
electrón - hueco, de tal manera que una frontera tipo Armchair afecta más a las dispersiones
electrón - electrón lo cual es de esperarse, ya que la barrera de potencial producida por la
diferencia entre las energías de Fermi afecta principalmente a este tipo de reflexiones.

Con base en los coeficientes de reflexión analizados en la sección 3.3.1, ahora determinamos la
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conductancia diferencial para los mismos valores de dopaje que en el caso de una juntura GS
con frontera Zigzag.

4.2.2. Conductancia Diferencial

La conductancia diferencial de una juntura GS con frontera Armchair puede ser estudiada como
en el caso de la juntura GS con frontera Zigzag, donde hay canales de dispersión debido al valle
K′, es decir que la conductancia diferencial por medio del modelo BTK [23] en términos de los
coeficientes de reflexión descritos en las relaciones (4.4) es

G (eV)

G0
=

qmax∫
0

dq
(
1−

(
RK

e−e (E, q) +RK′
e−e (E, q)
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+
(
RK
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, (4.5)
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Fig. 4.4. Conductancia diferencial normalizada a G0 para una juntura GS conformada por grafeno con frontera
Armchair, en función de la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0 para diferentes
dopajes γ del grafeno en estado normal en términos del potencial de pares (i.e., EF = γ∆0).

En la figura Fig. 4.4 se ilustra la conductancia diferencial obtenida para una frontera Armchair
y al compararla con la conductancia diferencial obtenida para una frontera Zigzag Fig. 3.4 se
observa que la conductancia diferencial para los tipos de frontera es similar; esto es debido a que,
como vimos, los coeficientes de reflexión electrón - electrón y electrón - hueco en el otro valle
son dos o tres ordenes de magnitud menor, que los obtenidos en el mismo valle de incidencia.
Sin embargo como veremos en la proxima sección, una barrera aislante puede diferenciar la
conductancia diferencial para cada tipo de frontera.
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4.3. Juntura Grafeno en Estado Normal - Aislante - Grafeno en
Estado Superconductor

En esta sección incluimos un aislante que vamos a modelar como una función delta de Dirac [59]
en x = 0

V (x) = γδ (x) (4.6)

donde el término γ [≡ V0d] es definido como en el caso Zigzag para posteriormente comparar los
resultados con diferentes condiciones de frontera y un mismo valor de fortaleza del aislante.

Dado que las funciones Φ solucionan la ecuación de Schrödinger este tipo de barrera afecta la
condición de frontera para la derivada en x = 0, de tal manera que la condición de frontera para
la derivada es modificada como,

∂ΦG(r)

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

+
2meγ

~2
ΦG(r)

∣∣∣∣∣
x=0

=
∂ΦS(r)

∂x

∣∣∣∣∣
x=0

, (4.7)

En la condición de frontera (4.7) se incluye el termino masa me de los electrones en reposo
debido a que este tipo de condición de frontera no se aplica sobre la soluciones de la ecuación
de Dirac (donde la masa en reposo es nula), sino que se aplica sobre las funciones de onda (4.1)
y (4.2), construidas a partir de las soluciones de la ecuación de Schrödinger. A continuación se
determinan los coeficientes de reflexión electrón - electrón y electrón - hueco en cada uno de los
valles de la juntura.

4.3.1. Coeficientes de Reflexión

Los coeficientes son dados por las mismas expresiones que encontramos en (4.4), donde el efecto
del aislante para una frontera Armchair es representado por el término adimensional Z ≡ mγ

~2KD

denominado fortaleza21 y se presenta en las amplitudes de probabilidad determinadas por las
condiciones de frontera (4.4), es decir que los coeficientes de reflexión son determinados como
en (4.4) y se ilustran en las figuras Fig. 4.5 y Fig. 4.6.

Los coeficientes de reflexión en cada uno de los valles para los casos limites de poco dopado se
ilustran en las figuras22 Fig. 4.5 y Fig. 4.6, donde hemos asumido los mismos valores de fortaleza
del aislante como en el caso Zigzag, ya que según el factor de conversion dado en el pie de página
21 ambas fortalezas son similares.

De la Fig. 4.5 se observa que las reflexiones electrón - electrón en el valle K disminuyen a
medida que aumenta la fortaleza, pero en el caso del valle K′ al comparar el grafeno poco
dopado EF = 0,01∆0 con el grafeno dopado EF = ∆0 se observa que las reflexiones electrón -
electrón aumentan a medida que se varía la fortaleza.

21 Una manera de relacionar la fortaleza para el tipo de frontera Armchair con el tipo de frontera Zigzag es
como

Z ≡ 9t
√

3a0
2me

4π~2 χ ≈ 0,919χ ≈ χ,

donde a0 es la distancia inter - átomo de carbono, me es la masa en reposo del electrón y t es el parámetro de
acople a primeros vecinos. Se ha supuesto que el término γ, que relaciona el ancho y altura de la barrera de
potencial, es el mismo para ambos tipos de frontera.

22La dependencia de los coeficientes de reflexión para otros valores de dopaje del grafeno en estado normal se
ilustra en el apéndice E.
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Fig. 4.5. Dependencia con respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0

del coeficiente de reflexión electrón - electrón integrado con respecto a q en una juntura GIS. Se grafica a la
izquierda para un grafeno poco dopado (EF = 0,01∆0) y a la derecha para un grafeno dopado (EF = ∆0). En el
panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se encuentran el
coeficiente de reflexión asociado al valle K′.

Las reflexiones electrón - hueco en el valle K tienen un valor máximo que corresponde a un valor
cero de fortaleza, y disminuye a medida que aumenta la fortaleza del aislante. Para el caso del
valle K′ se observa que el efecto de la fortaleza es producir reflexiones electrón - hueco en el otro
valle pero dos ordenes de magnitud menor que las reflexiones electrón - electrón.

En las figuras Fig. 4.7 y Fig. 4.8 se ilustra el efecto de la fortaleza del aislante en los coeficientes
de reflexión electrón - electrón y electrón - hueco, respectivamente para los dopajes EF = 10∆0

y EF = 100∆0 ≡ EFS . Se observa que para EF = 10∆0 los coeficientes de reflexión electrón
- hueco en el valle K′ aumentan un orden de magnitud y el coeficiente de reflexión electrón -
electrón en el valle K′ es del mismo orden de magnitud que en el valle K.

Para el caso fuertemente dopado (i.e., EF = 100∆0 = EFS) el canal de dispersión electrón -
electrón en el mismo valle de incidencia (i.e., K) es casi nulo como ocurre cuando Z = 0, sin
embargo al aumentar la fortaleza del aislante Z el coeficiente de reflexión electrón - electrón en
el valle K′ aumenta y llega a ser mucho mayor que el coeficiente de reflexión electrón - electrón
en el valle K.

El efecto sobre las reflexiones de Andreev es opuesto, es decir para estos valores de dopaje,
el coeficiente de reflexión electrón - hueco en el mismo valle de incidencia es alto para un
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Fig. 4.6. Dependencia con respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0

del coeficiente de reflexión electrón - hueco integrado con respecto a q en una juntura GIS. Se grafica a la
izquierda para un grafeno poco dopado (EF = 0,01∆0) y a la derecha para un grafeno dopado (EF = 1∆0). En
el panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se encuentran
el coeficiente de reflexión asociado al valle K′.

valor de fortaleza nulo y disminuye con el aumento de la fortaleza del aislante Z. Este mismo
comportamiento se observa en las reflexiones electrón - hueco en el valle K′, pero son 3 ordenes
de magnitud más pequeñas con respecto al valle de incidencia.

Con base en lo ilustrado en los coeficientes de reflexión a continuación se determina la conduc-
tancia diferencial.

4.3.2. Conductancia Diferencial

La conductancia diferencial de una juntura GIS puede ser estudiada como en el caso de la
juntura GS, para lo cual reemplazamos los coeficientes de reflexión en la ecuación (4.5).

En las figuras23 Fig. 4.9 y Fig. 4.10 se ilustran la conductancia diferencial obtenida para una
frontera Armchair a bajos dopajes (EF ≤ ∆0) y altos dopajes (EF ≫ ∆0) respectivamente.

Cuando la fortaleza del aislante es nula (Z = 0) para una juntura GIS (ver Fig. 4.9 y Fig. 4.10)
la conductancia diferencial coincide con la de una juntura GS (Ver Fig. 4.4).

23El comportamiento de la conductancia diferencial para otros valores de dopaje del grafeno en estado normal
se ilustran en el apéndice E.
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Fig. 4.7. Coeficiente de reflexión electrón - electrón respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al
potencial de pares ∆0 en una juntura GIS. Se grafica a la izquierda para un grafeno dopado (EF = 10∆0) y
a la derecha para un grafeno fuertemente dopado (EF = 100∆0 = EFS). En el panel superior se encuentran el
coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado
al valle K′.

De la Fig. 4.9 se determina que para dopajes menores que ∆ y sin importar el valor del aislante,
la conductancia diferencial es nula cuando la energía de excitación E = EF , debido a que las
reflexiones de Andreev en cada valle (i.e., K y K′) en este valor de energía, se comportan de
forma similar al caso de frontera Zigzag.

El efecto de la fortaleza del aislante es disminuir la conductancia diferencial lo que es debido a
dispersiones electrón - electrón entre diferentes valles. Comparándo la conductancia diferencia
de una juntura GIS con frontera Armchair a la obtenida para el tipo de frontera Zigzag se
observa que no hay un comportamiento periódico al variar la fortaleza del aislante Z y tampoco
se evidencia del tunelamiento de Klein para algún valor de dopaje o fortaleza, es decir, a medida
que se aumenta el dopaje o energía de Fermi del grafeno en estado normal la conductancia
disminuye más al variar la fortaleza del aislante, como se observa en la figura Fig. 4.10 y presenta
un comportamiento de una juntura NIS (I: Aislante) convencional cuando EF = EFS .

Los efectos no convencionales observados en la juntura GIS para el tipo de frontera Zigzag
(sección 3.3) son debidos a que la función de onda Zigzag (3.2) es solución de la ecuación de
Dirac, en cambio en el caso Armchair la función de onda (4.1) es solución de la ecuación de
Schrödinger y por lo tanto al mezclar valles por un potencial externo, los efectos debido a la
paradoja de Klein (i.e., Tunelamiento de Klein) pueden ser disminuidos por las dispersiones
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Fig. 4.8. Coeficiente de reflexión electrón - hueco respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al
potencial de pares ∆0 en una juntura GIS. Se grafica a la izquierda para un grafeno dopado (EF = 10∆0) y
a la derecha para un grafeno fuertemente dopado (EF = 100∆0 = EFS). En el panel superior se encuentran el
coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado
al valle K′.
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Fig. 4.9. Conductancia diferencial normalizada a G0 para una juntura GIS conformada por grafeno con frontera
Armchair, y en función de la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0.

electrón - electrón y electrón - hueco en diferentes valles.

El tipo de frontera Armchair brinda la posibilidad de nuevos canales de dispersión al combinar
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Fig. 4.10. Conductancia diferencial normalizada a G0 para una juntura GIS conformada por grafeno con frontera
Armchair, y en función de la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0.

los valles K y K′ (como se puede observar en la forma en que es escrita la función de onda
(4.1) y como se ilustra los coeficientes de reflexión en las figuras Fig. 4.5 y Fig. 4.6), ya que las
reflexiones en el valle K′ son diferente de cero y por tener una chiralidad diferente a la del valle
de incidencia afectan el tunelamiento de Klein, de manera que para ningún dopaje se observa
una transparencia perfecta como la observada a bajos dopajes en la condición de frontera Zigzag,
ni la periodicidad observada en la conductancia diferencial de una juntura GIS a altos dopajes
con frontera Zigzag.

4.4. Discusión

Las propiedades de transporte en un juntura GS o GIS donde se presenta borde Armchair, son
analizadas por medio de los coeficientes de reflexión electrón - electrón y electrón - hueco en
cada uno de los valles, distinguiendo el efecto de la variación de dopaje en los coeficientes de
reflexión en cada valle. Se determino que para un dopaje menor o igual al potencial de pares el
coeficiente de reflexión electrón - hueco es nulo para cada uno de los valles cuando la energía de
excitación es igual al dopaje, ya que es una manifestación de la transición de retroreflexiones de
Andreev a reflexiones de Andreev especulares. En el rango de dopaje donde se puede presentar
los dos tipos de reflexiones de Andreev, se caracteriza porque la conductancia diferencial para
cualquier valor de aislante es igual a cero cuando la energía de excitación es igual al dopaje y
no presentar tunelamiento de Klein, ya que los electrones son reflejados en el otro valle y no se
transmiten.

En una juntura GIS donde se presenta borde Armchair, el efecto del aislante (I) es aumentar
las reflexiones electrón - electrón en el valle diferente al valle de incidencia, de manera que
disminuye la conductancia diferencial y no se presenta ningún comportamiento periódico. El
comportamiento de una juntura GIS cuando se presenta borde Armchair, es similar a una
juntura normal - aislante - superconductor convencional; en el sentido que el efecto del aislante
es disminuir las reflexiones electrón - hueco en cada uno de los valles, y por lo tanto disminuir
la conductancia diferencial. Adicionalmente, se distingue que cuando la energía de excitación es
igual al potencial de pares se presenta un estado resonante donde las reflexiones de Andreev son
máximas en cada uno de los valles, ya que los electrones incidentes tiene la energía necesaria
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para inducir una cuasipartícula.
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RESUMEN Y CONCLUSIONES

En este trabajo se determina el efecto de fronteras Armchair y Zigzag en una interfase grafeno
- superconductor sobre los coeficientes de reflexión electrón-electrón, electrón hueco y sobre
la conductancia diferencial. Adicionalmente se analizó el efecto de incluir un aislante en la
interfase sobre las propiedades de transporte eléctrico. Para esto se utilizaron las ecuaciones
de BDGD en junturas GS, y GIS (Grafeno en estado normal, I : aislante, S: Grafeno en el
estado superconductor). Para el lado de una frontera Armchair la función de onda combina las
soluciones de los dos valles K y K′ (puntos de Dirac) , y para el caso de la frontera Zigzag la
función de onda se puede escribir como la solución independiente de cada valle.

A diferencia de una juntura NS convencional los coeficientes de reflexión son afectados por el
dopaje o energía de Fermi en el grafeno. Para el caso de energía de excitación o dopaje aplicado
menor que el potencial de pares o gap superconductor, se presentan reflexiones de Andreev y
reflexiones electrón-hueco. Para el caso de fronteras Zigzag, solo se presentan reflexiones en el
mismo valle de incidencia, mientras que en fronteras Armchair es posible reflexiones de Andreev
y electrón-electrón entre diferentes valles. En ambas condiciones de frontera y para dopajes
menores que el gap, las reflexiones de Andreev son nulas cuando la energía de excitación es
igual al dopaje. Para un voltaje aplicado mayor que el gap superconductor, las reflexiones de
Andreev son máximas para un ángulo de incidencia perpendicular a la interfase. En el caso
de una juntura NS convencional, si la diferencia entre las energías de Fermi del metal normal
y el superconductor es mucho mayor que el gap, la probabilidad de reflexiones de Andreev es
mucho menor que uno, mientras que en junturas GS encontramos que a incidencia normal, la
probabilidad de reflexiones de Andreev tienden a uno, y para ángulos mayores disminuyen, lo
cual es una consecuencia de la paradoja de Klein.

En el caso de junturas GS encontramos que la conductancia diferencial respecto al voltaje apli-
cado es similar para fronteras Armchair y Zigzag. Se analizó el efecto de distintos dopajes del
grafeno en estado normal y se encontró que para dopaje menor que el potencial de pares la
conductancia diferencial es nula cuando el voltaje aplicado es igual al dopaje, mientras que para
dopajes mucho mayores al potencial de pares la conductancia diferencial tiene un comporta-
miento similar al que se encuentra para una juntura NS convencional.

Para junturas GIS donde el aislante es caracterizado por un término adimensional denominado
fortaleza, se encuentra que la conductancia diferencial es diferente para cada tipo de frontera.
En el caso Zigzag, la conductancia diferencial presenta un comportamiento periódico con la
variación de la fortaleza cuyo periodo es π, e independiente del dopaje del grafeno en estado
normal; mientras que para la frontera Armchair, la conductancia diferencial no es periódica al
variar la fortaleza, y disminuye a medida que aumenta la fortaleza para todo valor de dopaje
del grafeno en estado normal.

53



Variando los valores de la fortaleza se encuentra que:

Para interfase Zigzag cuando se consideran bajos dopajes con respecto al potencial de
pares la variación con la energía de la conductancia diferencial no depende de la fortaleza
del aislante, debido a que se presenta tunelamiento de Klein. Para muy altos dopajes
el comportamiento de la conductancia diferencial es similar al caso de una juntura GIS
convencional.

En el caso de frontera Armchair la conductancia diferencial disminuye al aumentar el
valor de la fortaleza y no aparece un comportamiento periódico como en el caso Zigzag,
lo cual es debido a una disminución del tunelamiento de Klein. Para dopajes menores o
iguales al potencial de pares para todas las fortalezas se presenta que la conductancia
diferencial es nula a voltaje igual al dopaje del grafeno, lo cual es una manifestación de
que las reflexiones de Andreev son nulas. Por otro lado, debido a la mezcla de valles, hay
contribución a la conductancia diferencial de las reflexiones de Andreev y electrón-electrón
entre valles diferentes.

El análisis de los coeficientes de reflexión y conductancia diferencial por medio de las ecuaciones
de Bogoliubov - De Gennes - Dirac, para junturas en las cuales interviene el grafeno con frontera
Armchair, es novedoso ya que no se han reportado estudios desde este punto de vista y por no
presentar los mismos comportamientos que en el caso Zigzag y como en el caso convencional
únicamente para una grafeno fuertemente dopado. Los resultados obtenidos permitirán compa-
rar la conductancia diferencial con posibles medidas experimentales en sistemas con fronteras
Armchair o Zigzag.
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PERSPECTIVAS

Debido a que el estudio de las propiedades de transporte en junturas en donde interviene el
grafeno presenta comportamientos no convencionales que dependen del valor del dopaje y del
tipo de frontera, el presente trabajo se puede extender a:

Estudiar el efecto del ancho del aislante en una juntura GIS para frontera Armchair y
encontrar su límite de delta de Dirac como en el caso Zigzag.

Extender el estudio de la conductancia diferencial a junturas con superconductores de alta
temperatura crítica cuyo potencial de pares es anisotrópico.

Con base en el estudio realizado de los coeficientes de reflexión se puede analizar el ruido de
emisión diferencial, el cual es independiente de la temperatura y se pueden corroborar los
resultados obtenidos por Di Carlo [58] para el tipo de frontera Zigzag, y predecir posibles
resultados para el caso Armchair.

Debido a que el grafeno es un semiconductor de gap nulo, se puede estudiar una juntura
GG de grafeno con diferente dopaje, para poder hacer una analogía con una juntura np
o pn.

Las perspectivas sobre el aislante permitirán que sea posible comparar mediciones más realizables
experimentalmente. Para el caso de las expectativas acerca de los estudios en el caso de frontera
Armchair, éstas son novedosas ya que no se han reportado estudios de la dependencia del ancho
del aislante, y por medio de las ecuaciones de Bogoliubov - De Gennes - Dirac se puede entender
cómo es el proceso de dispersión en cada valle con respecto a la fortaleza del aislante.

55



56



APÉNDICE A

DEMOSTRACIÓN DE LA SIMETRÍA DE
INVERSIÓN TEMPORAL DEL HAMILTONIANO

DEL GRAFENO

El hamiltoniano del grafeno para el tipo de frontera Zigzag es,

HG ≡
(
HK 0
0 HK′

)
,

=

(
−i~νF (∂xσx + ∂yσy) 0

0 −i~νF (∂xσx − ∂yσy)

)
,

= −i~νF
(
(∂xσx + ∂yσy) 0

0 (∂xσx − ∂yσy)

)
,

(A.1)

con α el vector de las matrices de Pauli y definiendo el operador de inversion temporal T como,

T ≡
(
0 σz
σz 0

)
C = T−1, (A.2)

donde C es el operador complejo conjugado, se puede demostrar el efecto de la inversion temporal
T sobre el hamiltoniano del grafeno (A.1),

THGT−1 =

(
0 σz
σz 0

)
C

(
HK 0
0 HK′

)(
0 σz
σz 0

)
C,

=

(
CσzHK′σzC 0

0 CσzHKσzC

)
,

=

(
Cσz {−i~νF (∂xσx − ∂yσy)}σzC 0

0 Cσz {−i~νF (∂xσx + ∂yσy)}σzC

)
,

=

(
C {−i~νF (∂xσzσxσz − ∂yσzσyσz)}C 0

0 C {−i~νF (∂xσzσxσz + ∂yσzσyσz)}C

)
,

=

(
−C {−i~νF (∂xσx − ∂yσy)}C 0

0 −C {−i~νF (∂xσx + ∂yσy)}C

)
,

=

(
−{i~νF (∂xσx + ∂yσy)} 0

0 −{i~νF (∂xσx − ∂yσy)}

)
= HG.

(A.3)

Se ha utilizado que el producto entre las matrices de Pauli es,

σzσxσz = −σx,
σzσyσz = −σy.

(A.4)
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APÉNDICE B

RELACIONES ENTRE LOS FACTORES BCS DE
UNA CUASIPARTÍCULA

Teniendo en cuenta que la amplitud de probabilidad de la componente de electron u0 y la
amplitud de probabilidad de la componente de hueco v0 de una cuasipartícula cumplen con las
ecuaciones de Bogoliubov de Gennes (2.1) se puede definir estas amplitudes como [47, Cap. 5]

u0 ≡

√
1

2

√√√√
1 +

√
E2 − ∥∆0∥2

E
=

√
1

2

√
1 +

Ω

E
, (B.1)

v0 ≡

√
1

2

√√√√
1−

√
E2 − ∥∆0∥2

E
=

√
1

2

√
1−

Ω

E
, (B.2)

en donde la definición de Ω se puede observar en el pie de página 2.16 de la página 24. Con base
en las anteriores definiciones se obtiene que

u0

v0
=

√
1

2

√√√√
1 +

√
E2 − ∥∆0∥2

E√
1

2

√√√√
1−

√
E2 − ∥∆0∥2

E

=

√√√√√E +
√
E2 − ∥∆0∥2

E −
√
E2 − ∥∆0∥2

=
E +

√
E2 − ∥∆0∥2

∥∆0∥
,

v0

u0
=

√
1

2

√√√√
1−

√
E2 − ∥∆0∥2

E√
1

2

√√√√
1 +

√
E2 − ∥∆0∥2

E

=

√√√√√E −
√
E2 − ∥∆0∥2

E +
√
E2 − ∥∆0∥2

=
E −

√
E2 − ∥∆0∥2

∥∆0∥
,

(B.3)

es decir

E − ϵΩ

∥∆0∥
=


+ ⇒

E −
√
E2 − ∥∆0∥2

∥∆0∥
≡
v0

u0
,

− ⇒
E +

√
E2 − ∥∆0∥2

∥∆0∥
≡
u0

v0
,

(B.4)

con ϵ ≡ ±.
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APÉNDICE C

DEMOSTRACIÓN DE LA DENSIDAD DE
CORRIENTE DE PROBABILIDAD EN UNA
SUPERFICIE DE GRAFENO HOMOGÉNEO

Debido a que la dinámica a bajas energías de los portadores de carga en el grafeno es dada por
la ecuación de Dirac para partículas con masa en reposo nula y velocidad νF como,

i~
∂ψ(r, t)

∂t
− i~νFα · ∇ψ(r, t) = 0, (C.1)

con su respectiva ecuación adjunta

− i~
∂ψ+(r, t)

∂t
+ i~νF∇ψ+(r, t) · α+ = 0, (C.2)

donde α ≡ (σx, σy, σz) es el vector de las matrices de Pauli.

Multiplicando a la izquierda por ψ+(r, t) la ecuación de Dirac (C.1) y por ψ(r, t) a la derecha
de la adjunta (C.2) se obtiene

i~ψ+(r, t)
∂ψ(r, t)

∂t
− i~νFψ+α · ∇ψ(r, t) = 0, (C.3a)

−i~∂ψ
+(r, t)

∂t
ψ(r, t) + i~νF∇ψ+(r, t) · α+ψ(r, t) = 0. (C.3b)

Tomando la diferencia entre las relaciones (C.3),

i~
∂ (ψ+(r, t)ψ(r, t))

∂t
− i~νF

(
ψ+(r, t)α · ∇ψ(r, t) +∇ψ+(r, t) · α+ψ

)
= 0, (C.4)

como α = α+ debido a que las matrices de Pauli son hermiticas se obtiene,

∂ (ψ+(r, t)ψ(r, t))

∂t
−∇ · νF

(
ψ+(r, t)αψ(r, t)

)
= 0. (C.5)

Por lo tanto se define las cantidades reales como,

P (r, t) = ψ+(r, t)ψ(r, t), (C.6a)
J(r, t) = −νFψ+(r, t)αψ(r, t), (C.6b)

que son respectivamente la probabilidad y la densidad de corriente de probabilidad.

Aunque en la demostración se tuvo en cuenta que son partículas con masa en reposo nula, la
densidad de corriente de probabilidad también es válida para partículas masivas, lo anterior
porque las matrices de Pauli son hermiticas.
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APÉNDICE D

SOLUCIONES DE LAS AMPLITUDES DE
PROBABILIDAD DE UNA JUNTURA GRAFENO

- AISLANTE - SUPERCONDUCTOR CON
FRONTERA ZIG - ZAG

Solucionando el sistema de ecuaciones 8 × 8 de las condiciones de frontera 3.14, con la aproxi-
mación de Andreev

∆0 ≪ EFS ⇒ kqe(qh) =

√(
EFS

~νF

)2

− q2 ⇒ αqe = αqh ≡ σ, (D.1)

y como la altura de la barrera de potencial V0 → ∞ los portadores de carga en el aislante inciden
perpendicularmente sobre las interfases

eiαIe =1,

eiαIh =1,
(D.2)

es decir,

q ≪ kIe(Ih) ≈

√√√√(E ± (EF − V0)

~νF

)2

. (D.3)

De manera que con base en las aproximaciones descritas en (D.1) y (D.2) se puede escribir el
determinante del sistema como

D = e−i(σ+2χ+αe)

{
−
[
1 + eiσ + e2iχ

(
1− eiσ

)
− eiah

(
1 + eiσ + e2iχ

(
−1 + eiσ

))]
[
1− eiσ + e2iχ

(
1 + eiσ

)
+ eiαe

(
−1 + eiσ + e2iχ

(
1 + eiσ

))]
u20

−
[
1 + eiσ − e2iχ + ei(σ+2χ) − eiαe

(
1 + eiσ − e2iχ

(
−1 + eiσ

))]
[
−1 + eiσ + e2iχ + ei(σ+2χ) + eiαh

(
1− eiσ + e2iχ

(
1 + eiσ

))]
v20

}
,

(D.4)

para escribir explícitamente las soluciones de las amplitudes de probabilidad u1, v1, u2, u3, v2,
v3, C+

qe y C−
qh necesarias para determinar los coeficientes de reflexión (3.15) como,
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u1 =
e−iσ−2iχ

D

({
e4iχ − 1 + eiσ

[
eiσ + e2iχ

(
4− eiσ+2iχ

)]
+
(
eiαh + e2iσ+iαe

)(
1− e2iχ

)2 − (eiαe + e2iσ+iαh
)(
1 + e2iχ

)2
+eiαe+iαh

[
1− e2iχ

(
e2iχ − 4eiσ

)
− e2iσ

(
1− e4iχ

)]}
u20−

{
e4iχ − 1 + eiσ

[
eiσ + e2iχ

(
4− eiσ+2iχ

)]
+
(
e2iσ+iαe + eiαh

) (
e2iχ + 1

)2 − (eiαe + e2iσ+iαh
) (

1− e2iχ
)2

+ eiαe+iαh

[
1− e2iχ

(
e2iχ − 4eiσ

)
− e2iσ

(
1− e4iχ

)]}
v20

)
(D.5a)

v1 =− 16 cos (αe) cos (σ)

D
u0v0 (D.5b)

u2 =− 2e−iσ cos (αe)

D

({(
1− eiαh

)[
1 + eiσ

(
2 + eiσ

)]
+ e2iχ

(
1 + eiαh

) (
1− e2iσ

)}
u20 −

{
eiαheiσ

[
eiσ
(
1− e2iχ

)
− 2
]

+(eiαh − e2iσ)(1 + e2iχ)− 1 + 2eiσ + e2iχ
}
v20

)
(D.5c)

u3 =− 2e−iσ−2iχ cos (αe)

D

({
1− e2iσ

[
1− eiαh

(
1 + e2iχ

)]
+ e2iχ

[
1 + eiσ

(
eiσ − 2

)]
+ eiαh

[
e2iχ

(
1− 2eiσ

)
− 1
]}
u20+{(

e2iσ − 1
)(

1− eiαh

)
+ e2iχ

(
1 + eiαh

)[
eiσ
(
2 + eiσ

)
+ 1
]}
v20

)
(D.5d)

v2 =− 8 cos (αe) cos (σ)u0v0
D

(
1 + eiαh

)
(D.5e)

v3 =− 8 cos (αe) cos (σ)u0v0
D

(
1− eiαh

)
(D.5f)

C+
qe =

4 cos (αe)u0
D

[
2ieiχ sin (σ)− 2e−iχ cos (σ) + e−iσ

[
e−iχ

(
eiσ + 1

)
+ eiχ

(
eiσ − 1

)]
eiαh

]
(D.5g)

C−
qh =− 4 cos (αe) v0

D

[
e−iχ

(
eiσ − 1

) (
1− eiαh

)
+ eiχ

(
1 + eiσ

) (
1 + eiαh

)]
(D.5h)
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APÉNDICE E

COEFICIENTES DE REFLEXIÓN Y
CONDUCTANCIA DIFERENCIAL DE UNA

JUNTURA GIS CON FRONTERA ARMCHAIR

A continuación por completez con los dopajes analizados en el caso de frontera Zigzag, se ilustran
los coeficientes de reflexión y la conductancia diferencial para una juntura GIS con frontera
Armchair,
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Fig. E.1. Coeficientes de reflexión en una juntura GIS para un grafeno con energía de Fermi EF = 0∆0. Se
grafica a la izquierda el coeficiente de reflexión electrón - electrón y a la derecha coeficiente de reflexión electrón
- hueco. En el panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se
encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K′.
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Fig. E.2. Coeficiente de reflexión electrón - electrón respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0 en una juntura GIS.
Se grafica a la izquierda para un grafeno con energía de Fermi EF = 0,05∆0, en el centro para un grafeno con energía de Fermi EF = 0,1∆0 y a la derecha
para un grafeno con energía de Fermi EF = 0,5∆0. En el panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se
encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K′.
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Fig. E.3. Coeficiente de reflexión electrón - hueco respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0 en una juntura GIS. Se
grafica a la izquierda para un grafeno con energía de Fermi EF = 0,05∆0, en el centro para un grafeno con energía de Fermi EF = 0,1∆0 y a la derecha
para un grafeno con energía de Fermi EF = 0,5∆0. En el panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se
encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K′.
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Se grafica a la izquierda para un grafeno con energía de Fermi EF = 5∆0, en el centro para un grafeno con energía de Fermi EF = 15∆0 y a la derecha
para un grafeno con energía de Fermi EF = 20∆0. En el panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se
encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K′.
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Fig. E.5. Coeficiente de reflexión electrón - hueco respecto a la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0 en una juntura GIS.
Se grafica a la izquierda para un grafeno con energía de Fermi EF = 5∆0, en el centro para un grafeno con energía de Fermi EF = 15∆0 y a la derecha
para un grafeno con energía de Fermi EF = 20∆0. En el panel superior se encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K. En el panel inferior se
encuentran el coeficiente de reflexión asociado al valle K′.
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Con base en los coeficientes de reflexión se ilustra la conductancia diferencial para cada dopaje
como,
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Fig. E.6. Conductancia diferencial normalizada a G0 para una juntura GIS conformada por un grafeno no dopado
EF = 0∆0 en función de la energía de excitación E ≡ eV normalizada al potencial de pares ∆0.

 0

 0.5

 1

 1.5

 2

0 0.5 1 1.5 2

eV/∆o

EF=0.05∆o

G
/G

o

0 0.5 1 1.5 2

eV/∆o

EF=0.1∆o

0 0.5 1 1.5 2
0

0.5

1

1.5

2

eV/∆o

EF=0.5∆o

Z
0

π/5
π/4
π/3
π/2

π

Fig. E.7. Conductancia diferencial normalizada a G0 para una juntura GIS conformada por grafeno con frontera
Armchair. Se grafica a la izquierda EF = 0,05∆0, en el centro EF = 0,1∆0 y a la derecha EF = 0,5∆0.
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