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Presentacion

En el texto que presentamos a continuacién, proponemos una aproximacion
intuitiva a algunos elementos tedricos y pricticos de la matemdtica bdsica,
elementos que consideramos esenciales para iniciar los cursos de matema-
ticas en la universidad.

El material estd orientado a enriquecer los conceptos y las herramien-
tas que han adquirido en las instituciones escolares, los estudiantes de los
ultimos afios de la ensefianza media.

En el primer capitulo discutimos las principales propiedades de los
nimeros reales y de algunos de sus subconjuntos mas notables. En el se-
gundo, tratamos los fundamentos del dlgebra, iniciando con el estudio de
las expresiones algebraicas, los polinomios y sus operaciones, dedicando
un espacio importante al problema de la factorizacién y cerrando con el
andlisis de las desigualdades. En el tercero, abordamos los conceptos bdsicos
de la geometria euclidiana desde sus nociones fundamentales de geometria
plana: dngulos, tridngulos, cuadrildteros, poligonos, relaciones y propieda-
des bdsicas, culminando con aspectos primarios de la geometria del espacio.
En el cuarto capitulo trabajamos las funciones, sus grificas y el dlgebra de
funciones y estudiamos algunas familias de funciones: lineales, cuadrdticas,
exponenciales y logaritmicas. Dedicamos el ultimo capitulo a la trigonome-
tria, iniciando con la trigonometria de tridngulos rectangulos, para presen-
tar a continuacién las funciones trigonométricas, sus graficas, relaciones y
propiedades; este capitulo termina con la discusién de algunas aplicaciones
importantes de la trigonometria.

Es de resaltar que al final de cada uno de los capitulos hemos
incluido talleres conformados por ejercicios y problemas seleccionados para
que contribuyan a profundizar y ampliar los temas tratados en el texto.

Con respecto a la anterior, esta nueva edicién presenta los cambios que
sefialamos acontinuacion:

El capitulo uno, “Los nimeros reales”, contiene una introduccién his-
térica a los sistemas numeéricos y un reordenamiento de los ejercicios pro-
puestos en los talleres, de acuerdo con el orden de los temas en el texto.
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El capitulo dos, “Fundamentos de dlgebra”, contiene un somero recuento
histérico del desarrollo del dlgebra y elementos introductorios a la resolu-
cién de problemas.

El capitulo cuatro, “Funciones”, contiene una aproximacién histérica al
concepto de funcién.

Esta es una publicacién susceptible de modificaciones y correcciones, por
lo cual invitamos a los lectores a hacernos conocer sus observaciones y su-
gerencias en cualquiera de los siguientes correos electrénicos

mlcamposf@unal.edu.co
baleoni@unal.edu.co
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11. Introduccion historica

Desde el inicio de la civilizacién, el hombre se ha visto en la necesidad
de contar lo que condujo la humanidad a la primera nocién de nimero
y al inicio de la matematica. La palabra “aritmética” significa literalmen-
te, arte de contar: deriva del griego arithmetike, que combina dos palabras:
arithmos, que significa ‘nimero’, y techne, que se refiere a un arte o habilidad.
A'lo largo de la historia, las diferentes culturas crearon sus propios sistemas
numeéricos mds o menos efectivos para progresar. Los niimeros naturales
han estado presentes en todas las civilizaciones y se han representado de
distintas maneras.

Hace unos 10000 afios, en Oriente Préximo, usando tablillas de arcilla,
ya se llevaba un registro de los habitantes y los bienes, que eran represen-
tados mediante figuras como conos, esferas, huevos, cilindros, discos y
piramides, pero esas figuras se falsificaban con facilidad, por lo cual las
tablillas se guardaban en vasijas. Para ver su contenido y continuar con el
registro se rompian las vasijas, lo que complicaba esas acciones. Para sim-
plificar, se decidi6 listar su contenido sobre cada vasija. Aun asi, dibujar cada
figura en la vasija era tedioso, por lo que los dibujos se redujeron a lineas.
Al seguir tratando de sintetizar la representacion de los contenidos, se
crearon simbolos para representar cantidades, es decir numerales o nime-
ros, los cuales conformaron diferentes sistemas numéricos.

Muchos utilizaron los dedos de sus propias manos como instrumentos
de cdlculo, lo que les permitia contar hasta diez, o los de sus manos y sus
pies, para llegar hasta veinte. Con ello, la base generalmente utilizada para
contar fue el nimero 10 y, en algunos casos, el 20.

En la antigiiedad egipcia, en los tiempos de la primera dinastia
(3100 a. C. - 2900 a. C.) se contaba con un sistema jeroglifico aditivo de ba-
se 10, al que se denomina sistema hierdtico. Tenia simbolos diferentes para
1y para potencias de 10: el 1 era una vara o un bastén y estaba representado
por una raya vertical, |; el 10, por una herradura invertida o una U invertida;
el 100, por una cuerda enrollada; el 1000, por una flor de loto; el 10000,
por un dedo; el 100000, por un pdjaro, una rana o un pez y el 1 000000
por un hombre arrodillado con brazos levantados u hombre asustado. Los
nimeros se representaban escribiendo el simbolo del 1 tantas veces como
unidades tenia el nimero dado, el simbolo del 10 tantas veces como decenas
habia en el nimero, y asi sucesivamente. Para sumar nimeros, se sumaban
por separado las unidades, las decenas, las centenas, etc., de cada nimero.
La multiplicacién estaba basada en duplicaciones sucesivas y la divisién era
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el proceso inverso. Los egipcios utilizaban sumas de fracciones de la unidad
de la forma ,—ltjunto con la fraccién % para expresar todas las fracciones. Por
ejemplo %, era la suma de las fracciones % y 2_18 Los egipcios no conocieron
el nimero cero.

Los babilonios heredaron ideas de los acadios, de quienes provenia la
base 60, pero ni el sistema acadio ni el sumerio eran posicionales, mien-
tras que el de los babilonios si lo fue. Este avance de los babilonios fue su
mayor logro en el desarrollo de su sistema numérico utilizado aproxima-
damente en el 2000 a. C. Era un sistema sexagesimal, esto es, de base 60
para nimeros mayores que 59, y aditivo del 1 al 59, es decir, el valor de
una representacion se obtenia sumando los valores de las cifras. Contenia
elementos de un sistema de base 10 pues cada uno de los 59 nimeros que
van en cada posicién se construye con un simbolo de unidades y otro de de-
cenas: una cufia delgada y vertical para representar al 1 y una cufa gruesa
horizontal para el nimero 10. Las cufias delgadas se agrupaban para con-
formar los nimeros de 2 a 9 y las gruesas, para formar los ndmeros de 20
a 50, hasta llegar al 59. Para formar un niimero superior a 59, se disponian
los niimeros en columnas, similar a la forma en la que ordenamos las cifras
actualmente usando la numeracién ardbiga. Por ejemplo, un nimero com-
puesto por el simbolo del 5, seguido por el del 34 y terminado con el del
21, representaba 5 x 602 + 84 x 60+ 21. Este mismo principio fue ampliado
a la representacién de fracciones, de manera que el ejemplo anterior podia

también representar 5 X 60 + 34 + 21 x %, 05+34x 61_0 +21x (61_0) . Este
sistema resultaba tan util como el sistema decimal (base 10). Inicialmente,
el sistema no contenia el nimero 0, pero fue el sistema babilénico perfec-
cionado en el siglo 1v a. C., el que creé el concepto y el uso del mimero cero.
Se representaba por el simbolo 4. Podia ponerse al principio, es decir, a
la izquierda. También podia ser insertado en medio de una cantidad, en el
interior de un nimero dado, pero no podjia figurar al final.

Los griegos tomaron elementos de las matemadticas de los egipcios y los
babilonios. Hacia el 600 a. C., utilizaban un sistema decimal aditivo en el
que los nimeros eran representados por letras del alfabeto, denominado
sistema 4tico. Funcionaba de forma parecida al romano, que se deriva de
este sistema. Para escribir la unidad y los numeros hasta el cuatro, se utili-
zaban trazos verticales, |, y para otros, la primera letra de cada nimero por
lo cual el sistema también recibié el nombre de acrofénico: I, pi, de pénte,
para 5; A, delta, de déka, para 10; H, eta, de hekatén, para cien; y, chi, de
chilioi, para mil; M, mu, de myrias, para diez mil. Existian expresiones para
50, 500, 5000, 50000 que se obtenian agregando, en la parte superior del
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simbolo I" de 5, versiones diminutas de los simbolos que representaban las
potencias de 10, usando un principio multiplicativo. Este sistema incluia el
cero.

Pitdgoras, el famoso matemadtico griego que vivié en el siglo va. C. y la
escuela pitagérica creian que los nimeros naturales gobernaban el universo.
El nimero uno era considerado como el simbolo de la vida, de la creacién
y de la razén. A finales del mencionado siglo, Hipaso de Metaponto, de
la escuela pitagdrica, descubrié que no existe una unidad de longitud que
permita medir simultineamente la diagonal y el lado de un cuadrado, es
decir, las longitudes de la diagonal y el lado del cuadrado son cantidades in-
conmensurable, o, dicho de otra manera, no existen dos ndmeros naturales
m y n cuyo cociente sea igual a la razén entre la diagonal y el lado. En otros
téminos, Hipaso descubrié que V2 es irracional. La teorfa griega de los
irracionales fue introducida en el siglo v a. C. por el matematico Eudoxo
de Cnido (890 a. C. - 8387 a. C.) y consisti6 en representar cualquier mag-
nitud, racional o irracional, como la razén entre dos longitudes y considerar
igualdades entre razones.

El sistema numérico romano estaba conformado por un conjunto de
X numeros representados por letras mayusculas, que representaban el 1y
potencias de 10, como 1, X, ¢ para 1, 10 y 100 respectivamente, como en el
sistema griego. Pero los romanos mejoraron el sistema numérico introdu-
ciendo nuevos nimeros, como el 5, el 50 y el 500, que corresponden a las
letras v, L y D respectivamente. Tenfan como simbolos base a 1, 5, 10, 50,
100, etc., es decir las letras 1, v, X, L, ¢, etc., a los cuales se adicionaban o
se restaban otros para ir conformando toda la numeracién. Para expresar el
2 y el 3 simplemente se escribia dos o tres veces la letra 1, 11 y 1. Por esta
razon el sistema es aditivo. La colocacién de un simbolo delante o detrds
de otro de mayor valor, significaba que la cantidad representada por el sim-
bolo se sumaba o restaba a la cantidad mayor. Por ejemplo, XL era 50-10,
y 1x era 50 + 10. En este sistema se escribia el nimero uno a la derecha,
hasta un maximo de tres veces y, a la izquierda solo se escribia un uno. Asi,
por ejemplo, los nimeros 6, 7, 8, 9 y 48 eran respectivamente VI, VI, VIII, IX
y xLvil. Este sistema de dar a las letras valor numérico dificultaba efectuar
operaciones aritméticas y multiplicar grandes cantidades resultaba impo-
sible, ademds, carecia del cero. El sistema cayé en desuso y actualmente
solo se utiliza con fines decorativos (relojes, estatuas, monumentos) y para
mantener cierto protocolo (para numerar: los siglos, los Papas, los reyes, las
reinas, etc.).

Cualquiera que fuera el sistema que se utilizara para contar, los comer-
ciantes de las primeras civilizaciones utilizaron pequefias piedras
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amontonadas en el suelo para representar los nimeros contados. Este mé-
todo de contar pudo ser el origen del dbaco que consistia en varias hileras de
pequeiias piedras mdéviles ensartadas, de donde derivé el término “cédlculo”,
del latin calculus que significa piedrecita.

El sistema numérico que empleamos en la actualidad, nacié en la India
hacia el siglo v a. C. Los matemadticos de ese pais fueron los primeros en
introducir simbolos individuales para cada uno de los nimeros del 1 al 9.
Existen representaciones de los nimeros 1, 4 y 6 en las inscripciones budis-
tas de Asoka del siglo m1 a. C. En otras inscripciones de un siglo mads tarde se
ven los numeros 2, 4, 6, 7y 9 grabados en los monumentos de Nana Ghat.
En documentos del siglo 11 d. C. aparecen ya todos, menos el 8.

En la India, se inventé la aritmética posicional decimal, se introdujeron
la nocién de cero y el uso de los nimeros negativos. El signo que usamos
para el cero fue utilizado por primera vez en la India, aunque posiblemente
se origina en la palabra griega ouden que significa “nada”. Incluso es posible
que su origen estuviese en Alejandria y que de ahi pasara a la India. Ese
signo aparecié casi dos siglos después que el resto de los signos numerales.
En sus inicios se llamaba Zunya, del sdanscrito, significaba “nada”, “hueco” o
“vacio” y se indicaba con una coma. Gracias a la introduccién del cero, se
dej6 de cometer errores crasos a la hora de interpretar cifras como 45, 450
0 4005 ya que hasta entonces se dejaba espacios vacios en los sitios del cero.
El primer ejemplo del uso de la numeracién decimal data del 595 d. C., en
el que se incluye el uso funcional del 0. Existe referencia a esa numeracién
en una nota escrita por el obispo Severus Sebokht hacia el 650 d. C., que
habla de “los nuevos signos”. Tal sistema permitié a los matematicos de la
India desarrollar métodos eficientes para sumar y multiplicar ntimeros.

Cuando los drabes eran némadas tenian palabras para los nimeros, pe-
ro no simbolos, entonces adoptaron el sistema de numeracién de la India.
Tras conocer las posibilidades del cero lo llamaron sifr que significa vacio. A
finales del siglo v se trasladaron a Bagdad unas tablas astronémicas en las
que se podia ver los nuevos nimeros. En el aflo 825 d. C. Muhammad ibn
Musa abu Djafar al-Khwarizmi (Mohamed, hijo de Moisés, padre de Jafar,
el de Khwarizm) matemadtico, astrénomo y geégrafo musulmadn, nacido en
la ciudad persa de Khwarizm (actual Uzbekistan, al sudeste del mar de Aral),
publicé en Bagdad su libro Sobre el cdlculo con numerales indios (posiblemente
titulado originalmente “Kitab al-Jam’a wal-Tafreeq bil Hisab al-Hindi”) en
el que describe con detalle el sistema de numeracién posicional en base 10
de la India y la manera de hacer cdlculos con él. Con el libro dio a conocer
tal sistema en todo el mundo drabe. El nombre Al-Khwartzmi, pronunciado
“algortsmi” dio lugar a las palabras “guarismo” para indicar las cifras de un
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nimero y “algoritmo” para referirse a una sucesion finita de pasos para ha-
cer un cdlculo. El libro de al-Khwarizmi fue traducido al latin por Adelardo
de Bath tres siglos mds tarde. Para entonces, los europeos, que atin usaban
los nimeros romanos, comenzaron a llamar a los nuevos simbolos nimeros
“ardbigos”.

En el califato de Cérdoba se conocia ya la novedad en el 976 d. C. La
numeracién ardbiga llegé al resto de Europa a través de al-Andaluas (Espa-
fia musulmana) hacia el siglo X, cuando viajé a Cérdoba el monje francés
Gerbert de Auvergnat, que en el 999 d. C. fue proclamado Papa con el
nombre de Silvestre 11. Fue el Papa que mds contribuyé a difundir la nueva
numeracion. En 1202 Leonardo de Pisa, mds conocido como Fibonacci,
publicé su obra Liber Abaci, en la que mostré la importancia del nuevo sis-
tema de numeracién aplicindolo a la contabilidad comercial, conversién
de pesos y medidas, cdlculo, intereses, cambio de moneda, y otras nume-
rosas aplicaciones. En esa obra describe el cero, la notacién posicional, la
descomposicién en factores primos, los criterios de divisibilidad y la nume-
racién. Aun asi, el sistema no tuvo acogida favorable y universal, pues en la
Europa de 1300 estaba prohibida la numeracién ardbiga en las transaccio-
nes comerciales porque se podian falsificar los niimeros con mayor facilidad
que los de la numeracién romana. De hecho, solo hasta 1800 fue acogido
por completo y sin reservas. Asi que se necesitaron varios siglos para que la
notacién indo-ardbiga desplazara definitivamente el dbaco tradicional basa-
do en la arcaica numeracién romana. El vocablo para cero fue “latinizado”
por el mismo Leonardo de Pisa con el término zephirum, del que derivé el
término castellano “cero”. Del continente europeo, después, la numeracion
llegaria a América.

Los numeros negativos no fueron inmediatamente aceptados por los
matemadticos europeos. En el siglo xvi los nimeros irracionales positivos
se usaban con mayor libertad, pero se evitaba usar nimeros negativos, los
cuales se consideraban “absurdos”. A principios del siglo xvil se empezé a
usar el signo menos para la resta y para denotar niimeros negativos.

Para la civilizacién amerindia de los mayas (2000 a. C. - siglo 16 d. C.)
la base fue el nimero 20 con el 5 como base auxiliar. No se conoce repre-
sentacién grafica de su numeracién anterior al siglo 11 de nuestra era. El
maya fue el primer pueblo en emplear el cero, que mds que un nimero era
un concepto no operativo. El signo utilizado para el cero puede ser inter-
pretado como un caracol o un ojo semicerrado. La unidad se representaba
por un punto. Dos, tres y cuatro puntos servian para 2, 3, y 4. El 5 era una
raya horizontal, a la que se afnadian los puntos necesarios para representar
6, 7,8y 9. Para el 10 usaban dos rayas, y de la misma forma se continuaba
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hasta el 20 con cuatro rayas. Cada grupo de puntos, de rayas o de puntos
y rayas se consideraba como un solo signo y esos signos constituian las ci-
fras del sistema de base 20. Cada cifra se multiplicaba por 1, 20, 20 x 20,
20x 20 x 20, etc., segun el lugar que ocupara, y se sumaba el resultado. Era
pues un sistema posicional. Los niimeros mayas se escribian en columnas y
se lefan de arriba a abajo, empezando por el orden de magnitud mayor.

En México, entre los siglos XIv y xvi de nuestra era, se desarrollé la ci-
vilizacién azteca que creé un sistema de cifras que se conoce a partir de
manuscritos llamados Codex. En ellos los escribas consignaban los resul-
tados de sus inventarios y el recuento de los tributos. Esa numeracién se
basaba en el principio aditivo, segun el cual el valor de una representacién
se obtiene sumando los valores de las cifras y cada cifra se reproducia tan-
tas veces como fuera necesario junto a los pictogramas asociados. Era una
numeracién vigesimal, es decir de base 20.

Las cuentas en el Imperio inca del Perd (1438 - 1533) las llevaba el de-
nominado gran tesorero, utilizando un dbaco con granos de maiz, y después
trasladaba sus resultados a una larga cuerda. Los nudos hechos en cuerdas
hacfan posible tener un registro permanente de los impuestos, los gastos y
las estadisticas vitales. La serie de nudos hecha en una cuerda que sirve para
contar se llama quipu.

Pasé mucho tiempo antes de que los nimeros reales fueran pensados
intuitivamente como puntos en una recta dirigida, con los niimeros positi-
vos a la derecha del cero y los negativos a la izquierda. No fue sino hasta la
segunda mitad del siglo XX cuando la nocién del nimero real tuvo andlisis
critico. En 1872 Dedekind logré por fin capturar la esencia de la “continui-
dad” de la recta construyendo los niimeros reales a partir de los nimeros
racionales. La construccion rigurosa de los nimeros reales permitié colocar
al andlisis matematico en una base sélida.

El estudio de cualquier rama de las matematicas requiere un buen conoci-
miento de las principales propiedades de los nimeros reales, asi como de
propiedades especiales de algunos de sus subconjuntos mds notables. El
propésito de este capitulo es presentar el minimo de nociones que consi-
deramos indispensables para cubrir esas necesidades.

1.2. Una vision preliminar

Como lo vimos en la seccion anterior, la nocién de nimero es una de las
nociones fundamentales en matematicas. Su origen se remonta a la anti-
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giiedad y a través de los siglos ha pasado por un largo proceso de extensién
y de generalizacién.

Los nimeros mds simples, los que utilizamos para contar, son los enteros
positivos:

1,2,38,4,5,...

Representamos el conjunto de los enteros positivos por Z™.

Si al conjunto de los enteros positivos le afiadimos el nimero 0, obte-
nemos el conjunto de los niimeros naturales que representamos por N. Es
decir,

N=={0,1,2,8,4,5,...}

Si a N le agregamos los inversos aditivos de los enteros positivos, —1, —2,
-3, -4, -5, ..., obtenemos el conjunto de los nimeros enteros que repre-
sentamos por Z. Luego,

Z=={...-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5,...}

Los nimeros racionales surgieron ante la necesidad de medir con bastante
precisién distintas magnitudes tales como longitud, peso, tiempo y muchas
otras. Un nimero es racional si puede expresarse en la forma qu donde p y
g son enteros con ¢ # 0. Como ejemplo de nimeros racionales podemos
citar:

1236 2 -5 4 -121 12
2’43’3 6’1 15 =6

. C .
Observamos que los nimeros racionales % y % son simplemente los enteros

4 y —2. En general, todo nimero entero n se puede expresar de diferentes
n o 2n  -n

T 2 -1
El conjunto de los nimeros racionales lo representamos con el simbolo Q.

maneras como un nimero racional, estas son algunas de ellas:

Los griegos fueron conscientes de que los nimeros racionales no son
suficientes para medir todas las longitudes, y, como dijimos en la seccién
anterior, ellos demostraron que V2 mide la longitud de la diagonal de un
cuadrado de lado 1 y probaron que V2 no puede escribirse como el cociente
de dos enteros.

Los nimeros que no son racionales, se llaman ndmeros irracionales.
En un contexto mds avanzado, se puede demostrar que existen muchos
mads nimeros irracionales que nimeros racionales. Por el momento, po-
demos mencionar que si 7 es un nimero racional y  # 0 entonces rV2es
un numero irracional. La reunién de todos los nimeros racionales y todos
los nimeros irracionales constituye el conjunto de los niimeros reales que
representamos por R. Es decir, el conjunto de los niimeros irracionales es el
complemento del conjunto de los nimeros racionales con respecto a R y si
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representamos por [ el conjunto de todos los nimeros irracionales, tenemos
la relacién

R=QuUl

Entre los conjuntos numéricos antes mencionados, exceptuando el conjunto
de los nimeros irracionales, se presentan las siguientes relaciones:

ZtcNcZcQcR

donde C representa la inclusién entre conjuntos. En todos los casos la in-
clusion es estricta.

El diagrama siguiente nos presenta las relaciones que hemos menciona-
do entre los diferentes subconjuntos de R, incluyendo el conjunto de los
numeros irracionales:

Numeros reales (R)

Numeros racionales (Q)  Numeros irracionales (l)

Nuameros enteros (Z)

Numeros naturales (N)

Enteros positivos (Z")

1.3. Adicion y multiplicacion de numeros
reales

Sobre el conjunto R de los nimeros reales tenemos definidas dos operacio-
nes, la adicién y la multiplicacién que asignan a cada par x, y de nimeros
reales su suma x + y y su producto x - y (que escribiremos abreviadamente
como xy) de tal manera que se cumplen las siguientes propiedades bdsicas:

P.1 R es cerrado para la adicién y la multiplicacién. Es decir, si x y y son
numeros reales, entonces x+y y £y son también niimeros reales. Tam-
bién decimos que la adicién y la multiplicacion son clausurativas.
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P.2 La adicién y la multiplicacién en R son conmutativas. Es decir, si x y
¥ son ndmeros reales, entonces

r+y=y+x y Xy = yx

P.3 La adicién y la multiplicacién en R son asociativas. Es decir, siz, vy =
son numeros reales, entonces

r+(y+z)=(@+y)+z2 y x(yz) = (xy)z

P.4 La multiplicacién es distributiva, a izquierda y a derecha, con respecto
a la adicién en R. Es decir, si x, y y = son nimeros reales, entonces

x(y+2)=xy+az y (x+y)z =xz+y2

P.5 Existen identidades 0 médulos para la adicién y la multiplicacion en
R. Es decir, existen dos nimeros reales diferentes que representamos
por 0 y 1, tales que para todo nimero real x

z+0=0+x=x y zl =lx =x.

P.6 Existen inversos para la adiciéon de nimeros reales y para la
multiplicacién de nimeros reales diferentes de cero. Es decir:

e para todo nimero real x, existe un nimero real que representa-
mos por —z, tal que

z+(-x)=(-x)+x=0 vy

e para todo nimero real x # 0, existe un nimero real que
representamos por %, tal que

z—=—-zx=1
r x

El nimero —x se llama el inverso aditivo de x o el opuesto de x. El
nimero % se llama el inverso multiplicativo de x o el reciproco de .

Dados los niimeros reales x, v y 2, la propiedad asociativa de la adicién
nos dice que x+(y+z) = (x+y)+z. Esto nos lleva a definir sin ambigiiedades
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el simbolo & + ¥ + £ como el resultado comiin de estas expresiones. Simi-
larmente, si x, y, = y w son nimeros reales, por repetidas aplicaciones de la
propiedad asociativa de la adicién podemos comprobar que los nimeros

x+ v+ (z+w)),
z+ ((y +2) +w),
(x+(y+2)+w,
(x+y)+2)+w y
(x+y)+ (= +w),

son todos iguales y definir x + y + 2 + w como el resultado comin de estas
expresiones. En general, si tenemos una coleccién finita x1, g, ..., x, de
numeros reales, todas las formas posibles en las que los asociemos para su-
marlos producen el mismo resultado y podemos definir x; + xg + - -+ + x,
como este resultado comun.

También, dada una suma x; + 29 + --- + x, de n numeros reales, la
propiedad conmutativa de la adicién nos permite cambiar arbitrariamente
el orden de los sumandos.

Obviamente, podemos hacer consideraciones similares para la multipli-
cacién de numeros reales.

Ejemplo 1.1

Ilustramos algunas de las propiedades de la adicién y multiplicacién de
numeros reales. En las ecuaciones todas las letras representan ndmeros reales.

1. 5+ 0 = 5. Existencia de identidad o médulo para la adicion.

2. 2r +7s = 7s + 2r. Clausuratividad de la multiplicacién y conmutati-
vidad de la adicién.

3. 6- % = 1. Existencia de inversos multiplicativos.

4. (a+b)c+d) = (a+b)+ (a+b)d = ac+ bc+ ab + bd. Propiedad

distributiva.
5. m + (—n) = 0. Existencia de inversos aditivos.
6. x+y=x-1+y- 1. Existencia de identidad para la multiplicacién.

7. (p+2q) +3r = p+ (2¢ + 3r). Clausuratividad de la multiplicacién y
asociatividad de la adicién.

8. (x +y)x —y) = (x — y)(x + ). Conmutatividad de la multiplicacién.
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9. ﬁ({%x +5) = 15si3x + 5 # 0. Clausuratividad de la multiplicacién
y existencia de inversos multiplicativos.

10. ((4r)s)(Bt) = (4r)(s(3t)). Clausuratividad y asociatividad de la

multiplicacion

1.4. Diferencia y cociente en los nUmeros
reales

La diferencia y el cociente de dos niimeros reales se pueden expresar en
términos de la adicién y la multiplicacién de acuerdo con las siguientes
definiciones:

Si x y y son ntimeros reales, la diferencia de x y y (en ese orden) es
x —vy =x +(—y) (esto es, la adicién de x y el inverso aditivo u opuesto de y).

Si 2 y y son nimeros reales con y # 0, el cociente de x y y (en ese
orden) es ;—C = x% (esto es, la multiplicacién de x y el inverso multiplicactivo
o reciproco de ).

Hacemos notar que como el nimero cero carece de inverso multiplica-
tivo, la divisién por cero no estd definida.

Hacemos notar ademds que, en general, la diferencia de x y y es diferente
de la diferencia de y y x, por ejemplo, 7 — 4 = 8 mientras que 4 — 7 = 3.
También en general, siz # 0y y # 0, el cociente de x y y es diferente del
cociente de y y x, por ejemplo % = 2 mientras que % = %

La importancia de las propiedades bdsicas P.1 a P.6 es que a partir de
ellas se pueden deducir todas las demads propiedades relativas a la adicion
y multiplicacién de ndmeros reales. A manera de ejemplo podemos citar
algunas de ellas de uso muy frecuente:

s Propiedades cancelativas:

e Six,yy 2 son nimeros reales tales que x + y = x + z, entonces

y ==z
e Six,yyzsonniumeros reales tales que xy = xz y x # 0 entonces
y=z.

= Unicidad de los inversos:

e Six yyson nimeros reales tales que x +y = 0, entonces y = —x.

e Six yy son nimeros reales con x # 0 tales que xy = 1, entonces

y= g
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Reglas de los signos:

Si x y ¥ son nimeros reales arbitrarios, entonces
o (—x)y = —(xy),
o x(-y) = —(xy)
o (—a)(=y) =y

Regla de los signos para las fracciones:

Si & y y son niimeros reales con y # 0, entonces

X —x X

Simplificacién de fracciones:
Six,yy z son nimeros reales cony # 0y 2 # 0, entonces

xrz x

yz )y

Operaciones con fracciones:

Siz,y, 2 y w son nimeros reales con z # 0y w # 0, entonces

r Yy Tw+zy
e -+ = ———
z W 2w
r Yy Iw-—zy
e —— = —
2w W
r y _xy
e — = = =
T W 2w

Si ademds, ¥ # 0, entonces

z
2 .
z w L oz z
2 y oz
Aplicando las operaciones anteriores y la férmula de simplifica-

cién de fracciones, obtenemos los siguientes casos especiales:
x y x+y

— 4+ = =
P4 P4 P4
r y_x-)y
P4 P4 P4

Veamos como podemos obtener la primera de estas igualdades:
. Y xz+zy xz+yz (T +y)z L,

z z 22 22 22 z

Ejemplo 1.2. En la siguiente lista utilizamos algunas de las propiedades

mencionadas. Siempre suponemos que los denominadores de las fracciones

son diferentes de cero.
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. Si4x = 12 entonces x = 3. Propiedad cancelativa.

. (=8x)(=7y) = 56xy. Regla de los signos.

-2z x-1
.- = . Regla de los signos para fracciones.

x+2 x+2

by +4dx

5 4
R . Suma de fracciones.
x Yy xy

—2xy

2
=2 Regla de los signos.
-5z bz

(x+y)x—dy) x—by
T(@+y)Bx+y) Sx+y
a-1 a+2 (a-1)(a+2)
“a+1 a-3 (a+D@-3)

. Simplificacién de fracciones.

Multiplicacién de fracciones.

15

2

3 2-5 10 10

% =3 -y = 19° 1o Divisién de fracciones y regla de los
Signos.

ellas se deducen.

1.5. Orden en los nUmeros reales

propiedades bdsicas son:
P.7 Sixyy pertenecen a P, entonces x + y pertenece a P.

P.8 Six yy pertenecen a P, entonces xy pertenece a [P.

relaciones.
rzeP, =0, -xeP

En el préximo capitulo usaremos intensivamente las propiedades bdsicas
de la adicién y multiplicacién de nimeros reales, y las propiedades que de

El conjunto R de los nimeros reales contiene un subconjunto especial lla-
mado el conjunto de los ndmeros positivos, que representamos por P, cuyas

P.9 Si x es un nimero real, se cumple exactamente una de las siguientes
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Estas propiedades las completamos con la siguiente definicién:

Definicién 1.5.1. Si x y y son nimeros reales, entonces

= x < y significaquey —x € P.

= x > y significa que y < x.

x < ysignificaquex <yox =y.

x > y significa que x > y ox = y.

De acuerdo a la definicién anterior tenemos que x > 0 si, y solo si, x es
positivo, es decir, x > 0 si, y solo si, x € P.

Utilizando la notacién anterior, podemos expresar las propiedades bdsi-
cas de los niimeros positivos mencionadas antes, de la siguiente forma:

P.7 Siz >0yy > 0entoncesx +y > 0.
P.8 Siz > 0yy > 0 entonces xzy > 0.

P.9 Six es un nimero real, se cumple exactamente una de las siguientes
relaciones
x>0, =0, —-z>0

Las siguientes terminologias y notaciones se usan con frecuencia:

= Six < 0 decimos que x es negativo.

Six > 0 decimos que x es no negativo.

xr <y <zsignificaquex <yyy <z.
m x <y <gzsignificaquex <yyy<z.
s x <y <czsignificaquexr <yyy<z.

m x <y <czsignificaquex <yyy < 2.

De estas propiedades se deducen las reglas usuales que rigen las operaciones
con desigualdades. Como ejemplo podemos citar algunas de ellas de uso
muy frecuente:

» Six yy son nimeros reales tales que x < y, entonces x +z < y + 2
para todo nimero real 2.
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» Six,yy 2z son nimeros reales tales que x < y y ¢ > 0, entonces
xrz < yz.

» Siz,y y z son nimeros reales tales que x < y y 2 < 0, entonces
xz > yz.

= Siz > 0 entonces —x < 0y six < 0 entonces —x > 0.
= Six > 0 entonces % > 0 ysix < 0 entonces % < 0.

» Sixyyson nimeros reales tales que xy > 0, entoncesx > 0y y > 0,
o, <0yy<0.

» Sixyy son nimeros reales tales que xy < 0, entoncesx > 0y y < 0,
o,z <0yy>0.

Ejemplo 1.3.

1.4<7pues7-4=3>0

2. =10 < =5 pues (-5) - (-10)=-5+10=5 >0

3. =6 <0pues0—(-6)=6>0

4. 3<%<4pue53<13—0y%<4

5. Si—2x < -8 entonces x > 4

6. Si-83<2x—-5<7entonces2 <2xr <12yporlotantol <x <6
7. Para todo nimero real « se tiene que a? > 0

8. Sia y b son nimeros reales tales que a < b entonces a < “QL[’ <b

1.6. Representacion geométrica de los
numeros reales

Geométricamente podemos representar el conjunto de los nimeros reales
mediante los puntos de una recta horizontal que llamaremos la recta real
o el eje real. Para ello, escogemos un punto de la recta para representar el
nimero 0 y otro punto a la derecha de este para representar al nimero 1.
La longitud del segmento determinado por los puntos marcados 0 y 1 se
selecciona como unidad de distancia. Utilizando esta unidad de distancia
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representamos los nimeros positivos a la derecha del 0 y los nimeros ne-
gativos a la izquierda del 0. El entero positivo n se representa por el punto
situado a una distancia de n unidades a la derecha del 0 y el entero negati-
vo —n se representa por el punto situado a una distancia de n unidades a la
izquierda del 0, como se indica en la siguiente figura donde se representan
los enteros entre =5 y 5.

Figura 1.1.

Para representar un nimero racional positivo % dividimos la unidad de
distancia, es decir , el segmento determinado por 0 y 1 en ¢ partes iguales y
le asignamos, a la derecha de 0, el punto determinado por p de estas partes
de longitud %. Para representar el nimero racional negativo —§, procede-
mos de forma similar, pero tomando p partes de longitud % alaizquierda de

0. La gréfica siguiente nos muestra algunos de los puntos que representan
nimeros racionales

pol— 4
—
DO

La siguiente construccién nos muestra como representar el nimero irra-
cional V2 sobre la recta:

Figura 1.3.

Concretamente, el punto que representa a V2 se obtiene trazando des-
de el punto marcado 1 un segmento de recta de longitud igual a la unidad
y perpendicular a la recta real. Se forma un tridngulo rectingulo cuya hi-
potenusa tiene longitud V2. Luego se traza un arco de circunferencia con
centro en 0 y radio V2. El punto de interseccion de este arco con la recta
real represente el nimero V.
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En general es imposible indicar de qué forma se puede representar cual-
quier nimero irracional sobre la recta, pero aceptamos como un axioma
que a cada ndmero real le corresponde exactamente un punto sobre la recta
y que reciprocamente, cada punto de la recta corresponde a exactamen-
te un numero real. Una correspondencia como esta se llama un sistema
de coordenadas. El nimero correspondiente a un punto dado se llama la
coordenada del punto. El punto que corresponde al mimero cero se llama
el origen del sistema de coordenadas y usualmente lo representamos por O.
Por ejemplo en la figura siguiente la coordenada de R es =2, la coordenada
de P es 1, la coordenada de T es 7 etc.

e

| | | |
T T T T

R O P S
1

oa =+
3

-3 -2 -1 0 2

Figura 1.4.

En la préctica, se acostumbra a identificar un nimero real con el punto
sobre la recta que lo representa y a utilizar como sinénimas las expresiones
“el punto 2”7 y “el nimero x”.

Para representar la distancia entre dos puntos de la recta, necesitamos
calcular la diferencia entre la coordenada del punto que estd a la derecha y
la coordenada del punto que estd a la izquierda. Si los puntos tienen coor-
denadas x; y a9, entonces cuando x; < xg la distancia es g — x1 y cuando
x9 < x1 la distancia es x; — x9, ya que la distancia es siempre positiva. La
distancia de un punto x al punto de coordenada O esx —0 =xsix > Oy es
0—x =—xsixz < 0. Con el fin de tener una tnica férmula para calcular la
distancia en todos los casos, introducimos la nocién de valor absoluto.

Definicién 1.6.1. Si x es un nimero real, el valor absoluto de x, que
notamos |z|, lo definimos

x siz >0
|| = _
—r six<0
Ejemplo 1.4.
1. |5] =5, pues b >0
2. |-3| =-=(-8) =38, pues -3 < 0
3. [m-3|=n-3,puest -3 >0
4. 18-n|=-@B-nm)=n-3,pues3 -7 <0

5. 10/ =0
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De acuerdo con nuestra observacién anterior, si x] y 29 son las coorde-
nadas de dos puntos sobre una recta, la distancia entre ellos se define como
|x1 — x9|. En particular, |x| = |x — 0] representa la distancia del origen al
punto x.

| — 4] 4]

Figura 1.5.

La relacién de orden entre niimeros reales tiene una interpretacién geo-
métrica muy simple: x < vy si, y solo si, el punto que representa x estd localizado
a la izquierda del punto que representa .

Con esto podemos ver los segmentos de recta y las semirrectas como
la representacion geométrica de subconjuntos del conjunto de los nimeros
reales llamados intervalos. Esa representacién geométrica es de gran uti-
lidad en la resolucién de problemas y en la visualizacién de importantes
propiedades de los niimeros reales.

Definicién 1.6.2. Si a y b son nimeros reales, definimos los siguientes
subconjuntos de R :

s (¢,b)={zr eRla <z <b}
s [a,b]={z eRla<x<b}
s (¢,b] = {zr €Rla <z < b}
n [a,b) = {z €R]a < x < b}

Los conjuntos asi definidos se llaman en su orden, intervalo abierto de ex-
tremos a y b, intervalo cerrado de extremos a« y b, intervalo
abierto-cerrado de extremos a y b e intervalo cerrado-abierto de extremos
ayhb.

El concepto de intervalo se amplia para incluir los siguientes conjuntos,
conocidos con el nombre de intervalos infinitos:

= (¢, ) ={z €Rlzx > a}
» [a, ) ={r € Rlx > a}
n (—o0,a)={xr e Rlx < a}

= (—o0,a]={r eR|x < a}
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¢ ) t i
a b a b
(D (2)

0 b g b
3) 4)

Figura 1.6. Representacién en la recta real de intervalos abierto, cerrado,
abierto-cerrado y cerrado-abierto. Un paréntesis cuadrado en la figura indica que

el extremo correspondiente pertenece al intervalo.

Geométricamente podemos representar los intervalos de extremos a y b
sobre la recta real como se indica en la figura 1.6.

Dejamos al lector la representacién geométrica de estos intervalos infi-
nitos. El simbolo oo, llamado infinito, que aparece en la definicién anterior,
no es un nimero real, es una notacién usada para significar que cada uno de
los intervalos (a, o) y [a, o) contiene todo nimero real mayor que a, por
grande que ese nimero sea. A cada uno de los intervalos (-0, a) y (=0, a]
pertenece todo nimero real menor que a.

1.7. LOS enteros

En esta seccién vamos a mencionar algunas de las propiedades mds im-
portantes del conjunto Z de los nimeros enteros. Recordamos que Z estd
formado por la unién del conjunto de los enteros positivos, 1,2, 3,4, .. ;
el conjunto de los enteros negativos, —1, =2, -3, -4, ...,y el 0.

Muchos de los resultados sobre nimeros enteros son consecuencia del
siguiente principio:

Principio de buena ordenacién. Todo subconjunto no vacio S de ni-
meros naturales posee un minimo. Es decir, existe m € S tal que m < s para
todos € S.

Una primera consecuencia de este principio es el resultado conocido co-
mo algoritmo de la divisién.

Algoritmo de la divisién. Si a y b son enteros con b > 0, entonces existen
enteros unicos ¢ y r tales que

a=bg+rcon0<r<b.

Los nimeros ¢ y r se llaman, respectivamente, el cociente y el residuo ob-
tenidos al dividir a por b.
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El siguiente diagrama ilustra la demostracion del resultado anterior:

a>0, ¢>0
} } } } } } } } i {
-9b —b 0 b 2 gb a (g+1)b
-
a<0, ¢<0 T
e | | | | | | |
gb a (g+1)b -9 —b 0 b
Figura 1.7.

Si a es un miiltiplo de b, es decir, si a = ¢b para algin entero ¢, tomamos
r = 0. Si @ no es multiplo de b, tomamos r = a — ¢gb donde ¢b es el mayor
muiltiplo de b que se encuentra a la izquierda de a sobre la recta (esto es, el
mayor multiplo de b que es menor que a). De esta forma 0 < r < b.

Ejemplo 1.5.

1. Sib = 5, podemos escribir:

34 = 5-6+4 127 = 5-25+2 =34 =5-(-7)+1 30 = 5-640

2. Sib =32, tenemos

976 =32-8+20  —9276 =32 (-9) + 12

En virtud de este algoritmo, con b = 2, podemos representar todo entero n
en alguna de las formas

n=2q o n=2¢+1

donde ¢ es un entero. Si n se puede representar en la primera forma,
decimos que 7 es un entero par y, cuando se puede representar en la se-
gunda forma, decimos que es un entero impar. Los enteros pares son, por
lo tanto, - -+, =6, -4, -2,0,2,4,6, --- y los enteros impares son - -+ , =7,
-5,-3,-1,1,3,5,7,---.

Definicién 1.7.1. Sean a y b ndmeros enteros con a # 0. Decimos que
a divide a b si existe un entero ¢ tal que b = ac. En tal caso escribimos a|b.
Cuando a divide a b decimos también que a es un divisor de b, o que a es un
factor de b, o que b es un multiplo de a (como lo usamos anteriormente).
Para indicar que a no divide a b escribimos a 1 b.
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Definicién 1.7.2. Un entero positivo p > 1 se llama un nimero primo si
tiene exactamente dos divisores positivos a saber, 1 y p. Un entero positivo
mayor que 1 que no es primo se llama compuesto.

Los primeros nimeros primos son 2, 3, 5,7, 11, 13, 17 y 19.

Sin duda alguna el siguiente resultado, que se deduce de la definicién
1.6.2, es la propiedad mds importante que tiene el conjunto de los
enteros positivos.

Teorema 1.7.1. (Teorema Fundamental de la Aritmética). Todo entero
n > 1 o es primo, o se puede factorizar como producto de primos. Esta
factorizacion es unica salvo por el orden de los factores.

De acuerdo al teorema anterior, si 7 es un entero mayor que 1, lo pode-
mos escribir en la forma

n=pipe---pr

donde py, p9, - - - , pr son primos no necesariamente diferentes. Agrupando
los primos iguales en la factorizacién de 7, lo podemos escribir en la forma

_n n
n=p;...p

donde los primos son ahora diferentes y los exponentes son enteros
positivos.

Esta tltima representacion de n se llama la representacion natural o
candnica de 7.

Ejemplo 1.6.

79=92.2.2.3-3 o 79 = 93 . g2
3900=2-2-8-5-5-18 o 3900 =2%2-3- 5%2.13

Cuando trabajamos con varios enteros es deseable utilizar los mismos nu-
meros primos para representarlos y en tal caso aceptamos en la representa-
cién canénica de un entero, exponentes cero. Asi por ejemplo escribimos

60=92.3.5, 45=2%.82.5, 925 =20.80.52

donde en todos los casos hemos utilizado los mismos primos 2, 3y 5.
. .. L. o my,ng n
Si la representacién canénica de un entero es n = p|'py*...p;", entonces

los divisores positivos de n tienen la forma

dzptlilpgg___ﬁlz

donde 0 < d; < n; paracadai =1,2,...,1.



24 o Sistemas numéricos

Ejemplo 1.7. Los divisores positivos de 72 = 23 - 32 son Definicién

90.80 9l.80 92.30 93.30
20.31 9ol.3l 9%2.31 93.3!
20 . 32 21 . 32 22 . 32 23 X 32

1.7.8. Sid|a y d|b, decimos que d es un divisor comin de a y b. Cuando
a y b son enteros no ambos iguales a cero, el mayor de los divisores co-
munes positivos de ¢ y b se llama el maximo comun divisor de a y b y lo
representamos con la notacion (a, b).

Puesto que, si d|a entonces d|(—a), se observa que

(a,b) = (a, -b) = (—a, b) = (—a, -b)
Como ejemplo tenemos
(36, 48) =12, (=60, 75) = 15, (=10, -98) =2

Definicién 1.7.4. Sean a y b enteros no nulos. Si a|m y b|m, decimos que
m es un multiplo comin de a y b. El menor de los miltiplos comunes
positivos de a y b, que existe por el principio de buena ordenacién, se llama
el minimo comun muiltiplo de @ y b y lo representamos con la notacién
[a, b]. En este caso también tenemos

[a, b] = [a, =b] = [-a, b] = [-a, —b]

Por ejemplo,
[36, 48] = 144, [60, -75] = 300, [-10, =98] = 490

Nota: es conveniente observar que en matematicas utilizamos a veces
la misma notacién para representar conceptos diferentes, pero el contexto
nos indica con claridad el significado deseado. Por ejemplo, si trabajamos
con el orden en los nimeros reales, (a, b) representa un intervalo abierto,
pero si trabajamos con niimeros enteros, (a, b) representa el maximo comun
divisor de dos enteros.

Una de las consecuencias del teorema fundamental de la aritmética es
que nos proporciona un método rdapido para hallar el mdximo comuin divi-
sor y el minimo comun muiltiplo de dos enteros. Concretamente tenemos
el siguiente resultado:

Sia =p(1”pf;2 ceplty b =p]i1p32 . -pf‘ con los p; primosy a; > 0,b; >0
para todo 7, entonces,

(a,0) =p\'pg--p y la,0]=pipy - p)

donde 7; es el minimo entre a;, b; y s; es el mdximo entre a;, b;.
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Ejemplo 1.8. Como 860 = 23 .8%2.5 = 923.32.51 .70y
196 =22 . 72 =92.30.50.72 entonces,

(860,196) = 22.38°.5°.70 =4 vy [860,196] = 2%-3%.5'.72 = 17.640

Los resultados anteriores se extienden de manera similar a cualquier nime-
ro finito de enteros. Asi, por ejemplo, (a, b, ¢) representa el maximo comun
divisor de a, b y ¢, esto es el mdximo entre los divisores comunes de a, b y c.

Ejemplo 1.9.
1800 = 23 - 82%. 52
1890=2-8%.5.7
980 = 22.5 .72
entonces,

(1800, 1890, 980) = 2' - 8" .51 . 7Y = 10
[1800, 1890, 980] = 22 - 8% - 52 . 72 = 264600

1.8. NUmeros racionales e irracionales

Como indicamos en la seccion 1.1 los nimeros racionales son los que se
pueden expresar en la forma g, donde p y ¢ son enteros y ¢ # 0. El conjunto
Q de los nimeros racionales contiene como subconjunto al conjunto Z, de

todos los enteros, pues cualquier entero n lo podemos expresar en la forma
n

7, es decir, como un racional con denominador igual a 1.

Observamos que existen varias expresiones de la forma g que represen-
tan el mismo ndmero racional, por ejemplo % = %. Caracterizamos estas
expresiones de acuerdo a la siguiente definicién.

Definicién 1.8.1. Los nimeros racionales f—; yscong # 0ys # 0son
iguales si, y solo si, ps = rq. Es decir tenemos:

P r

—=- si,ysolosi, ps=qr.
s

Si tenemos en cuenta las operaciones con fracciones que mencionamos en
la seccion 1.3, vemos que el conjunto de los nimeros racionales resulta ce-
rrado para la adicién, la multiplicacién y para diferencias y cocientes (o resta
y divisién), ya que en todos los casos se obtienen fracciones cuyos nume-
radores y denominadores son nimeros enteros y los denominadores son
diferentes de cero.
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Los nimeros reales que no son racionales, los llamamos nimeros
irracionales. Como ejemplo podemos citar V2, V3, 7 v e.

En general es muy dificil probar que un nimero real es irracional. Sin
embargo, hay una demostracion facil de que el nimero V2 es irracional.
Hela aqui:

Por el algoritmo de la divisién sabemos que todo entero a es par o impar,
es decir, puede expresarse en una de las dos formas:

| 2k b ent
Ll IS entero

y por lo tanto

4k?
2= k entero

4k% + 4k + 1

2

. . . . C
De las igualdades anteriores concluimos que si a* es par entonces a es par.

Supongamos que V2 es racional. Luego V2 = 5 con p y q enteros. Po-
demos asumir que p y ¢ no tienen ningtn factor comin. Luego 2 = 2—; o
sea p? = 2¢2, es decir, p? es par y, por la observacién preliminar, p también
es par. Luego p = 2r con r entero. Sustituyendo este valor en la ecuacién
p? = 2¢2, tenemos (2r)? = 4r2 = 942, y simplificando, ¢% = 2r2. Por con-
siguiente, ¢ es un entero pary ¢ se puede expresar en la forma ¢ = 2s con s
entero. De esta forma hemos llegado a contradecir que los enteros p y ¢ no
tienen factor comin. Por lo tanto, nuestra hipétesis de que V2 es racional
es imposible y en consecuencia V2 es irracional.

A partir de un nimero irracional dado,podemos construir una infinidad
de ntimeros irracionales,pues fdcilmente se demuestra elsiguiente resultado:
“Si @ es un nimero irracional y r es cualquier niimero racional diferente de
cero, entonces los nimeros @ +r, @ —7,r —a , ar, T, —a 'y % son todos
nudmeros irracionales.”

La irracionalidad de cualquiera de estos nimeros se demuestra inmedia-
tamente por contradiccién. Por ejemplo, si @ +r fuera un nimero racional,
tendriamos @ + r = r1 con ry racional. Despejando, tendriamos @ = r| — r
que es un numero racional, pues la diferencia de dos nimeros racionales es
un ndmero racional. Esto contradice que « es irracional. Por lo tanto a + r
no puede ser un nimero racional.

Ejemplo 1.10. Todos los siguientes niimeros son irracionales

1 5 1 8 —5vV2
V2, 3+vV2, —, =vo, —— —Ao-17, 2%
V2 7 3+V2 7
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El ejemplo siguiente nos muestra que el conjunto de los niimeros irraciona-
les no es cerrado para la adicién, la resta, la multiplicacién y la division, es
decir hay casos en los que estas operaciones aplicadas a ndmeros irracionales
producen como resultado un nimero racional.

Ejemplo 1.11.
1. V2+5)+(2-V2) =7
2. V2-v2=0
3. (5+V2)(5-V2) =23

V2 _
4. @—1

1.9. Expresiones decimales

Dado que todo nimero racional es el cociente de dos enteros, efectuan-
do una divisién ordinaria lo podemos representar mediante una expresion
decimal. Estas representaciones o bien son finitas, como en el caso de

35

1
§ = 0,5 y ? = 4,375

o bien se repiten en ciclos regulares indefinidamente como en el caso de

27

= 2,454545... vy 1—70 = 1,428571428571 ...

Cuando en una expresién decimal hay un ciclo de cifras que se repiten in-
definidamente, decimos que el decimal es periédico. Llamamos periodo al
conjunto de cifras que forman el ciclo que se repite y para representar el ni-
mero sin ambigiiedades trazamos una barra sobre este ciclo. Todo decimal
finito puede considerarse como un decimal periédico donde la cifra que se
repite es el cero. Usando estas notaciones tenemos:

1 _
9= 0,50

35 —

<= 4,3750

27 —

- 2,45

1—70 =1,428571
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Hemos visto que todo nimero racional se puede representar como una
expresion decimal periédica. También es cierto que toda expresién deci-
mal periédica representa un nimero racional. Los siguientes ejemplos nos
muestran como encontrar el racional representado por una expresién
decimal.

Ejemplo 1.12. Hallemos el nimero racional representado por z = 5,2.

Tenemos

X = 5,§
10x = 52,9,

luego, restando la primera igualdad de la segunda,

9r =47 y
47
x= 5

En el siguiente ejemplo, el periodo contiene mds de un digito.

Ejemplo 1.13. Hallemos el niimero racional representado por z = 4,35.

Tenemos
x = 4,%
100z = 485,35
luego al restar tenemos
99r =431 y
99

El caso mds general se presenta en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.14. Hallemos el ndmero racional representado por
x = 2,18512 cuyo periodo estd conformado por tres digitos y no empieza
inmediatamente después de la coma.

Tenemos

y =100z = 218,512

y luego procedemos con y, como en el ejemplo anterior. Es decir

1000y = 218512,512
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entonces al restar tenemos

999y = 218294
218294

Y= 7999

— _ Yy _ 218294
y como y = 100z entonces x = 155 = S9550 -

En el desarrollo de los ejemplos anteriores, se multiplicé el nimero x
por ciertas potencias de 10. Estas potencias no se eligieron al azar, sino que
se escogieron cuidadosamente, de tal forma que los nimeros 10"z tuvieran
la misma parte decimal que x. De esta forma, al efectuar las restas 10"z —x o
10" x—10"2x se obtuvieron nimeros enteros a partir de los cuales se despejé
el numero racional x.

La discusién anterior nos muestra que el conjunto de los nimeros ra-
cionales es idéntico con el conjunto de los decimales periédicos. En conse-
cuencia, el conjunto de los mimeros irracionales estd constituido por todos
los decimales no periédicos. Como ejemplos de decimales no periédicos,
podemos citar las expresiones

0,202002000200002--- y 3,124701001000100001 - - -

donde el mimero de ceros que preceden a 2 0 a 1 va aumentando cada vez.
Sea x = ag, ajay - - - a, una expresion decimal finita. Multiplicando por
10" tenemos
10"z = agajag - - - a,
o sea
10"z = ap10" + a1 10" + ag10" 2 + -+ + g,
Despejando x obtenemos el niimero racional

cmag+ L 22,
—ag b 2 ...
10 102 10"

Por lo tanto, x satisface las siguientes relaciones

ag <x <ap+1

+a1 +a1+1
ayg+ — <xr<q
10 10
L a +a1+a2+1
A+ —+ —= < T <Ay + — + ——
10 © 102 10 102
g+ Ly 2 Ol g B 2 +a"_1+1
Tt I bt 2y
10 102 107-1 10 102 107-1
a ay a,

ag+ —

10102 100
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Similarmente, si x = ag, ajagag--- es un nimero real positivo que tiene
una expansion decimal infinita, entonces el nimero x estd localizado sobre
la recta numérica de tal forma que satisface las siguientes desigualdades

ay<x<ap+1

a1+1
a0+10<x<a0+ 10
aj as a;  ag+1
a0+1—0+ﬁ<x a()+1—0+ 102
ay ay as ag ag + 1
a0+ﬁ+ﬁ+103<x<a0+10 102+ 107

Observamos que la representacion decimal estd asociada con la division de
un intervalo unidad en 10 partes iguales, la divisién de cada una de estas
subdivisiones en 10 partes iguales y asi sucesivamente. Si por ejemplo con-

sideramos el nimero decimal x = 0,3 = 0,3333... tenemos las grdficas
siguientes:
x
} } } —eo— } } } } } }
0 1z 2 8 4 5 6 7 8 9 1
10 10 10 10 10 10 10 10 10
Figura 1.8.
y, ampliando,
x
} } } —eo— } } } } } }
3 3 3 3 4 3 6 3 8 4
10 10t 700 107100 WT0 1WFTT0 10
Figura 1.9.

Nota: al comienzo de esta seccién vimos que todo decimal finito se puede
expresar como un decimal periédico, donde la cifra que se repite indefini-
damente es el cero, por ejemplo:

1 _
ok 0,5=0,50
5

<= 4,875 = 4,3750.

Sorprendentemente, hay otra manera menos trivial de representar un deci-
mal finito como un decimal periédico. Esta forma consiste en disminuir en
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una unidad el dltimo digito no nulo de la representacién decimal que termi-
na con ceros y agregar una sucesion infinita de 9. Aplicando esta instruccién
tenemos:

=0,5=0,49

N | =

3

5 = 4,875 = 4,3749.

Las siguientes consideraciones nos muestran por qué este método es vdlido:
Supongamos que x = 0,9999 - - - = 0,9. Procediendo como en el ejem-
plo 1.12 obtenemos que x = 1, es decir, tenemos que

1=0,9999---=0,9
Entonces

0,1=0,09999---=0,09
0,01 = 0,009999--- = 0,009
0,001 = 0,0009999 - - - = 0,0009

Por lo tanto

=0,6=0,4+0,1=0,4+0,09=0,49

o
G| —

S = 4,875 =4,374+0,001 = 4,374 + 0,0009 = 4,3749.

110. Densidad de los nUmeros racionales e
Irracionales en R

Dados dos ntimeros reales diferentes, x y y, su promedio %y estd compren-
dido entre x y y. Por lo tanto, entre dos niimeros reales sin importar lo cerca
que se encuentren, hay una infinidad de ndmeros reales. Esto implica que
dado un nimero real cualquiera x no tienen sentido expresiones tales como
“el nimero real siguiente a £”0 “el niumero real anterior a x”.

Usando la caracterizacion de los nidmeros reales como expresiones
decimales, podemos refinar el resultado anterior y establecer otros resul-
tados ast:
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Resultado 1. Entre dos ntimeros reales diferentes hay un nimero racio-
nal, y, por lo tanto, hay infinitos nimeros racionales entre ellos.

Resultado 2. Entre dos nimeros reales diferentes hay un nimero
irracional, y, por lo tanto, hay infinitos niimeros irracionales entre ellos.

Los resultados 1 y 2 se describen en lenguaje matematico diciendo,
respectivamente, que el conjunto de los nimeros racionales es denso en
el conjunto de los nimeros reales y que el conjunto de los niimeros irracio-
nales es denso en el conjunto de los nimeros reales.

Ejemplo 1.15. Construyamos dos nimeros racionales y dos nimeros
irracionales entre x = 1,24 y y = 1,2401. Usando expresiones decimales
periédicas tenemos que

a=1,24005 y b=1,24008
son dos nimeros racionales entre x y y.
Usando expresiones decimales no periédicas tenemos que

t =1,24002000200002... y s=1,2400201001000100001...

son dos nimeros irracionales entre x y y.

111. NUmeros complejos

Ningtin niimero real es solucién de la ecuacién 22 + 1 = 0. La solucién de
esta ecuacion se halla en el conjunto C de los nimeros complejos, el cual
contiene tanto R como los mimeros cuyo cuadrado es negativo. La unidad
imaginaria es i = V-1 y

C={a+bi:a,beR,i*=-1}

Definicién 1.11.1. Los reales a y b son, respectivamente, la parte real y
la parte imaginaria del nimero complejo a + bi. Si b # 0, un nimero a + bi
es un complejo no real y si, ademds, a = 0, el nimero (es decir bi) es un
imaginario puro.

Notemos que un nimero real « tiene la forma a + b7 con b = 0.

Ejemplo 1.16.

1. La parte real de 2 + %i es 2 y su parte imaginaria es %.
2. La parte imaginaria de 4 — 5i es —5.
3. La parte real de m + 7 es 7.

4. 2+ 38i,4 — 5i, ® + i son complejos, no reales.

5. 61, V2i, —i, i son imaginarios puros.
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La igualdad de nimeros complejos se define asi:

a+bi=c+di si,ysolosi, a=c y b=d

(Esto es, dos complejos son iguales si, y solo si, sus partes reales son
iguales y sus partes imaginarias son iguales.)

Las operaciones de suma y producto se definen haciendo uso de las ope-

raciones de niimeros reales y teniendo en cuenta que i = —1. Asi, tenemos:

Suma :(a + bi) + (c +di) = (a +¢) + (b +d)i
Producto :(a + bi)(c + di) = (ac — bd) + (ad + bc)i

Ejemplo 1.17.

1.

a) a+3i =4+ 3isi,ysolosi,a=4.

by a+bi=-6si,ysolosi,a=-6yb=0.

¢) No existe un real a para el cual 3 + 67 = a + 7 y no existe un real
b para el cual—% + 7i = bi.

a) (4-60)+(b+71)=A4+5)+(-6+7)i=9+1i=9+i

b) (9-38i)+3nr =(9+3n)—3i = 3(3 + m) — 3i. La parte real de

este complejo es el nimero real 3(3 + 7).

a) (1+;z-)(_§+9i):(_§_§)+(9_%)i:_%+%i
b) a+bi+0=a+bi

¢) 8i(8—8i)=9+24i

d) —Z(10 +2i) = —14 - 1

f) (a+bi)l =a+bi

g) i2=-1,i8=i% =(-1)i = —i,i* =% = (=i)i = 1. En general,
si 7 es un nimero entero, n puede ser divido por 4 y en ese caso
se obtienen un cociente b y un residuo 7 tales que 0 < r < 4y
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n = 4b + r. Entonces i"* = i**" = (4)’i" = i". Asi, cualquier
potenciade i esi” =i =1 (sir =0),esi" =i =i (sir = 1), es

i"=i2=-1Gir=2o0esi" =i =i (sir = 3).

La suma y el producto de ndmeros complejos cumplen las condiciones de
cuerpo o de campo que cumplen la suma y el producto de nimeros reales
(es decir, las propiedades P.1 a P.6 de la seccién 1.2, se cumplen si se supone
que los elementos son niimeros complejos). Hablamos entonces del cuerpo
o campo de los nimeros complejos. La verificacién de casi todas las pro-
piedades es rutinaria. Nos detendremos en la que no lo es, la existencia de
inversos.

Un nidmero complejo y posee inverso para la suma pues siy = a +bi y
2 = —a — bi entonces z es el inverso de y. En efecto,

y+z=(@+b))+(—a—-bi)=(a—a)+ (b -0b)i=0

Comprobaremos la existencia de inversos para el producto después de in-
troducir otros conceptos.
Notemos que —a—bi = (—=1)(a+bi). Este complejo se denota por —(a+bi).
La resta se define asi: si # y v son niimeros complejos,

u—v=u+(-v)
0, mds explicitamente,
(c+di)—(a+bi)y=(c+di)+(~a—-bi)=(c—a)+(d-b)
Ejemplo 1.18.
1. (7+6i))—(6-3i))=(7-6)+(6-(-3)i=1+9

2. Si z es un numero complejo tal que (% - 4i) +z = 2 + 3¢, entonces

z=(2+3i)—(%—4i),esdecir,z=%+7i
3. (74‘71)—(?—?1):@1

Definicién 1.11.2. El conjugado de un nimero complejo z = a + bi,
denotado por z se define asi: 2 = a — bi (0 a + bi = a — bi).

Ejemplo 1.19.
1. @) 6+5i=6-5¢
b) 9-2i=9+2
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¢) =8 +V2 = -3 -2

d)i=—i
¢) 2=9
f) =10 =-10

g) Sia € Rentonces a = a

2. Siz € Cyz =z entonces z es un nimero real. Para probarlo, supon-
gamos que z = a + bi. Como z = %, es decir, a + bi = a — bi, entonces
b=-b,lo cual implica que b=0y, en consecuencia, 2 = a+0i = a € R.

3. a) (a+bi)+(a+bi)=(a+bi)+ (a—-0bi)=2a

b) (a+bi)—(a+0bi)=(a+bi)—(a-0bi)=2bi

¢) (a+bi)a +bi) = (a+bi)a—bi)=(a®-b(=b))+ (a(=b) + ab)i =
a® +b?

d) a+bi=a-bi=a+bi

En el tercer ejemplo tenemos la comprobacién de las siguientes propie-
dades referentes al conjugado z de 2, un niimero complejo.

1. 2 +2 = 2R(z), donde R(z) denota la parte real de z. Asi 2 + Z es un
numero real.

2. 2 —% = 2[(2)i, donde I(z) es la parte imaginaria de z. Asi,z —z es 0 o
un ndmero imaginario puro.

3. 2z = R(2)? + I1(2)2. Este es un nimero real positivo o cero. Es cero si,
y solo si, z = 0.

4. z =%, si, y solo si, 2 es un nimero real.

Definicién 1.11.3. El médulo del niimero complejo z se denota 2] y se
define asf: |z| = Vzz (la raiz cuadrada positiva del nimero real 2z).

Con estos elementos verificamos las existencia de inversos para el pro-
ducto de numeros complejos (propiedad 6 en la seccién 1.2 en el caso
complejo). Esa propiedad dice que dado ¢ € C, z # 0, existe w € C tal

que zw = 1. Tomandow = % = # tenemos:

E_zE_|z|2_

W =2 — = =
z o Jz[2 |2
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-1

Asi el inverso multiplicativo de z es 5. Se denota por 27 o % Explicita-

mente, si ¥ = a + bi, entonces

-1 a b

- C 9 C (i
a2 +b%  a?+b?

Definicién 1.11.4. La divisién de nimeros complejos se define asi: si w
y 2, son nimeros complejos y z # 0

w 1 -1 z wz
—=w—=wz  Tw—s = —&
z 2 |22 |z[2
Mis explicitamente,
c+di  (c+di)a-bi) ca+db N da —cb |
a+bi  (a+bi)a—bi) a2 +b2 2 b2
Ejemplo 1.20.
1. a) |—-4+il =2 +12=V17
b) lil =1
¢) |1] = 1, | — 8| = 3. En general, si z es un nimero real entonces
2 = a € Ry el médulo de z es |z] = Va2 = |a|, es decir, el

moédulo de un ndmero real es igual a su valor absoluto (seccién

1.5).

1 _ 9-3i 98 _ 2 _ 3.
2. a (2+31) = @30©@38) = 49 ~ 13 ~ 18¢
b) im' =+ =5 Z) —1
¢)Siz=aeR,a#0,z!= % = %, es decir es el inverso de a para
el producto de nimeros reales.

g 4460 _ (4+6)(1+2i) _ —8+14i
9 129 T~ I-20)(1+2) — 1+4

4 Y7-5i _ _ (V7-5i)(=8i) _ -15-3V7i _ _1
ST @)=8) 9 -

=_8
= 5+ )

Owl:

o

V7, _ 5
9Lt=73

<%

i

<l

Otras propiedades del conjugado se refieren a su comportamiento en
relacién con las operaciones entre niimeros complejos. A continuacién enun-
ciamos esas propiedades:

Siy, 2, 21, 29, -+ , 2, son numeros complejos arbitrarios entonces

1. y+z =y+z 0, mds generalmente, 2] + 29 + - + 2, = 2] +29+ " +2,

<

2.

-z

Sed

‘el <

N [
™
I
<

= Z 0, mds generalmente, 2129 - - -2, = 2] 29 ** 2
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10~

w12

siz#0

Ejemplo 1.21.

1. 2+43)+(4-i)=6+21=6-2iy
243i+4-i=2-38i))+d+i)=6-2;

2. (-1+0)(-1-)=2=2y
(-1+0)(-1-di)=(-1-i)(-1+i)=2

4-7i\ _ (@=7D@)\ _ (1448i\ _ (7 N _ 7 .
3. (Tf) —((—21')(21'))—( T l) = (§+21) =g-2y

A-7i _ 4+7i _ (HTO(2) _ 14-8i _ 7 _9;

=, 2% @)% 1 9

Taller 1
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1. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o

falso. En cada caso justificar su respuesta.

a) Todo nimero entero es un nimero racional.

b) 0 es ala vez un nimero racional y un nimero irracional.

¢) Para todo nimero real x las expresiones: “El triple de x, mds 57y

“El triple de £ mds 5”son iguales.
d) El reciproco de % es a.
e) El opuesto del opuesto de —V7 es V7.
/) Siy #0yw # 0, entonces £ + £ = &=

y w T oytw’

- : a+d _ 1
g) Para todo niimero real a se tiene que 797 = 5.

h) Siz # 0 entonces 22 = £ 42

b4 b4 b4

i) El conjunto {1, 0, -1} es cerrado para la adicién y para la

multiplicacion.

7) Sia y b son nimeros reales tales que ab = 0 entonces ¢ = 0y

b=0.

k) Para todo nimero real a # 0 se tiene que a? > 0.

[) Siay b son nimeros reales tales que a® = b2 entonces a = b.

m) Hay mds niimeros enteros positivos que multiplos positivos de 5.
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2. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o

falso. En cada caso justificar su respuesta.

a)
b)

¢)

d)
e)
D

g
h)
i)
)
k)

D

El 5% del 10 % de un nimero es el 2% del nimero.

La suma de dos nimeros positivos y un nimero negativo es un
numero positivo.

Si en un producto de nimeros hay mds factores negativos que
positivos, el resultado es un nimero negativo.

Para todo nimero real x se tiene que —(—x) = (—1)(-x).
Para todo nimero real x, el nimero —x es negativo.

Si a, b y ¢ son nimeros reales tales que a < by —c > 0 entonces
be < ac.

. s 1 1
Siz y y son positivos y x > y entonces ; > 3

Sil< 2 entoncesx + 1 <22,
x x+1

| 1 3 3
Sl—g <x < g entonces —5 < x < .

Si 2 y y son nimeros reales tales que x < y entonces 2% < y.
Si z, ¥, 2 y w son nimeros reales tales que x < yy z < w,

entoncesr —z <y —w.

Si & y ¥ son niumeros reales tales que x > 0y y < 0 entonces
xy~1 > 0.

3. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o

falso. En cada caso justificar su respuesta.

a)
b)
¢)
d)
e)

e
)

h)

1 es un divisor de 0 y 0 es un divisor de 1.

Six, v y 2 son enteros tales que x|yz, entonces x|y o x|z.
El menor mudltiplo de 12 mayor que —300 es —260.

Si ab es un entero par entonces a y b son enteros pares.

Todo entero impar se puede escribir en la forma 2n + 7 para
algin n entero.

Six es un entero impar, entonces 22 — 1 es divisible por 8.

Existen enteros x y y cony # 0, tales que x—y = 175, el cociente
obtenido al dividir x por y es 15 y el residuo 7.

Existe un entero que al dividirlo por 8 deja residuo 2 y al divi-
dirlo por 5 deja residuo 3.
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4. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o
falso. En cada caso justificar su respuesta.

a) El conjunto de los nimeros irracionales es cerrado para la adi-
cion y la multiplicacién.
b) Elinverso de un nimero irracional es un nimero irracional.

¢) Si x es un nimero irracional, entonces yx es un nimero
irracional.

d) V5 (\/5 — 1) es un numero irracional.

e) La forma decimal de un nimero racional se obtiene dividiendo
el numerador por el denominador y se conoce completamente
cuando se repite el primer residuo.

/) Existen infinitos nimeros racionales entre 0, 9 y 1.

g) Si ¢ no es divisible por 3, el nimero racional positivo g tiene
una expansion decimal finita.

k) El nimero racional positivo g tiene una expansion decimal finita
si, y solo si, los tinicos divisores primos de ¢ son 2y 5.

1) Existen expresiones decimales infinitas no periédicas que repre-
sentan ndmeros racionales.

7) La expresion decimal 5,331333133331333381 . .. representa

un nimero irracional.

5. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o
falso. En cada caso justificar su respuesta.

@ [V8 -2 +1-3]- 14 - V8| =23 - 9.

b) Si|x — 7| =2 entonces x = 9.

¢) Para todo nimero real x se tiene que |2z + 5| = 2|x| + 5.
d) Siz < —1entonces |z| + |z + 1|+ |z — 2| =3z + 1.

e) Si—-5 <x+1 < 3entonces [z + 1| < 3.

6. a) Ordenar de mayor los siguientes nimeros y representarlos sobre
la recta numérica.

-2,71 V3 -2 m 21+108
0,2 -3,18 0,0002x10%2 -z 0,2x103
b) Descomponer en producto de primos y hallar todos los divisores
de 2340, 26208 y 45747.
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¢) Hallar todos los valores de a y b tales que 8°2° divida a 3780 y
todos los valores de a tales que 293*5%11 divida a 5940.

d) Responder. &Que’ significado tiene cada una de las siguientes ex-
0 0
presiones 7, 6 y 5!

¢) Escribir los nimeros racionales5,2, 23, 14y 2,582en la forma f]—’

/) Encontrar tres nimeros racionales y tres nimeros irracionales

entre 3,141592 y n. (Nota: 7 = 3,1415926.. . .).
g) Responder. {Cudntos nimeros irracionales hay entre WIO y %?
7. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o
falso. En cada caso justificar su respuesta.
a) Todo nimero real es también un nimero complejo.

b) Si el conjugado de un nimero complejo es igual al opuesto del
numero, entonces el nimero es un imaginario puro.

¢) Si el producto de dos nimeros complejos es un nimero real,
entonces los dos nimeros son reales.

d) (7+91)—(8—-4i) = -1+ 5.
e) —(-8+51)—(6-"7i)=-3+2i.

) (5 +4i)(3 - 107) = -25 - 38i.

_ =16 _1;
g) . dz 95 5l

By |- 5+8i| = 5-8il.

i) (4 + 51)3 64 — 125i.
1343 _

7
k) Si(x+yi)(2—-6i{)=-2- 147 entoncesx =2yy=—1.

) Existen nimeros reales x y v tales que 3x + 5 = (2y — 6):.
m) Existe un nimero real x tal que 321 3 =1+4i.

n) Para todo nimero complejo z se tiene que |z| = [z|.

i) Existen nimeros complejos z tales que 2z = 22.

0) 2+ 51> 0.

p) Para todo nimero complejo z se tiene que z2 > 0.
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21. Introduccion historica

La historia del dlgebra comenzé en el antiguo Egipto y Babilonia, don-
de se resolvieron ecuaciones lineales y cuadrdticas, asi como algunas ecua-
ciones con varias incégnitas. Con el tiempo, los babilonios desarrollaron
unas matemdticas mas sofisticadas que les permitieron encontrar las raices
de algunas ecuaciones de tercer grado, y resolver problemas mds compli-
cados utilizando triplas de enteros que satisfacen el teorema de Pitdgoras,
demostrado en Grecia tiempo después ((a, b, ¢) : a® = b2 + ¢2). Obtuvieron
una buena aproximacién de V2, con cinco decimales de exactitud. Adems,
compilaron una gran cantidad de tablas, incluyendo tablas de multiplicar
y de dividir, tablas de cuadrados, tablas de triplas de enteros mencionadas
antes y tablas de interés compuesto. Calcularon la suma de progresiones
aritméticas y de algunas geométricas y sumas de sucesiones de cuadrados.

Los antiguos griegos solo utilizaban los nimeros naturales y los raciona-
les. La Escuela pitagérica consideraba que todo se podia comparar o medir
utilizando ndmeros enteros y consideraba los nimeros como la esencia del
universo. A finales del siglo v a. C., hacia el afio 480 a. C., como lo men-
cionamos en la introduccién histérica del capitulo anterior, Hipaso de Me-
taponto descubrié los nimeros inconmensurables. Ello creé una crisis, pues
lospitagoricos esperaban descifrar todos los enigmasdelanaturaleza usando
los nimeros y este descubrimiento acabé con su proyecto. Se abandoné
entonces la teoria pitagérica de la proporcién, basada en nimeros y se tuvo
que crear una nueva teoria no numérica. Esta fue introducida en el siglo
v a. C. por el matemadtico Eudoxo de Cnido (390 a. C. - 337 a. C.). Como
lo inexpresable era la razén entre dos cantidades inconmensurables, Eudoxo
eliming la dificultad considerando no la razén misma, sino la igualdad de
razones. El establecié principios que adoptaria posteriormente Euclides y
que incluiria en sus Elementos. Eudoxo, ademas, descubrié el método de ex-
haucién para demostrar rigurosamente supuestos sobre dreas y voltimenes
mediante aproximaciones sucesivas, antecedente del cdlculo integral.

El descubrimiento de las cantidades inconmensurables, y con €l la
carencia de una teoria aritmética de las mismas, tuvo como consecuen-
cia el abandono del dlgebra en favor de la geometria, lo que hizo que el
desarrollo del dlgebra como disciplina independiente fuera relativamente
tardio. Aparecié una especie de “dlgebra geométrica” en la que los nime-
ros se representaban por segmentos de linea y las operaciones aritméticas
fueron sustituidas por construcciones geométricas. Las ecuaciones lineales
y cuadraticas fueron resueltas con técnicas geométricas, evitindose asi el
problema de las magnitudes inconmensurables. De esta forma en las ma-
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temadticas griegas el razonamiento geométrico llegé a considerarse como el
modelo de razonamiento matematico riguroso y asi siguié siendo durante
mads de 2000 afios.

Los matematicos alejandrinos Herén (10 - 70) y Diofanto
(200/214 - 284/298) continuaron con la tradicién de Egipto y Babilonia.
El libro Aritméiica de Diofanto es de mayor nivel y, aunque no es una obra
de cardcter tedrico sino una coleccion de problemas, presenta muchas solu-
ciones sorprendentes para ecuaciones en varias variables que tienen un valor
racional (ecuaciones diofdnticas). Por su originalidad y sus aportes, Diofan-
to fue llamado por los historiadores el padre de los algebristas modernos (en
Occidente). Ademas, hizo importantes contribuciones a la notacién. Pare-
ce ser que inici6 el empleo sistemdtico de simbolos para indicar incégnitas,
potencias, igualdades o ndmeros negativos. Aritmética tuvo una muy notable
influencia sobre el desarrollo del dlgebra entre los drabes, que la tradujeron
a su lengua en el siglo x.

El antiguo conocimiento sobre resolucién de ecuaciones encontré aco-
gida en el mundo isldmico, donde se le llamé “ciencia de reduccién y equi-
librio”. La palabra “dlgebra” nacié en el siglo 1x. Tiene origen en la palabra
arabe al-jabru que significa “reduccion”, y hace referencia al titulo del libro
Hisab al-jabr w'al-muqabalah del nombre de cuyo autor, el matematico persa
Muhammad ibn-Musa al-Khwarizmi (780 - 850), deriva la palabra “algo-
ritmo”. El libro es uno de los primeros textos drabes de dlgebra. Contiene
una presentacién sistemadtica de la teoria fundamental de ecuaciones, con
ejemplos y demostraciones. Otros matematicos drabes lograron importan-
tes avances en la teorfa de nimeros y crearon una gran variedad de métodos
numéricos para la resolucion de ecuaciones.

En las civilizaciones antiguas se escribian las expresiones algebraicas
utilizando abreviaturas solo ocasionalmente. En la Edad Media, los mate-
maticos drabes describieron cualquier potencia de la incégnita x y desarro-
llaron el dlgebra fundamental de los polinomios, aunque sin usar los simbo-
los modernos. Este dlgebra incluia multiplicacién, divisién y extraccion de
raices cuadradas de polinomios, asi como el conocimiento del teorema del
binomio.

Una dificultad adicional que enfrenté el desarrollo del dlgebra estuvo en
el sistema de numeracién, el romano, utilizado en Occidente hasta el siglo
XI, que es un sistema de numeracion no posicional. El sistema de numera-
cién decimal que actualmente usamos, el cero incluido, tuvo su origen en la
India y llegé a Occidente a través de los drabes, por eso los nuevos nime-
ros se llamaron nimeros ardbigos. La paulatina adopcion en toda Europa a
lo largo de los siglos X1, X11 y X111 de esos niimeros supuso un extraordinario
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avance que propicié la expresion simbdlica de las operaciones aritméticas,
iniciandose asi el desarrollo del dlgebra como disciplina independiente de
la geometria. Los paises europeos con lenguas latinas adquirieron la ma-
yor parte de estos conocimientos durante el siglo xi, el gran siglo de las
traducciones, incluida la traduccién al latin del d@lgebra de al-Jwarizmi. Los
trabajos de los drabes, junto con las traducciones de los griegos cldsicos fue-
ron determinantes para el crecimiento de las matemadticas durante la Edad
Media. A principios del siglo xi, el matemadtico italiano Leonardo de Pi-
sa, Leonardo Pisano o Leonardo Bigollo (1170 - 1250) también llamado
Fibonacci, encontré una aproximacion cercana a la solucién de la ecuacion
ctbica 22 + 222 + cx = d. El habia viajado a paises drabes, por lo que con
seguridad utilizé el método ardbigo de aproximaciones sucesivas.

En el siglo xv se usaron en los cdlculos los nimeros negativos y las fra-
cciones, pero los primeros progresos realmente notables no llegaron hasta el
siglo xvi. A principios de ese siglo se hizo un descubrimiento
matemadtico de trascendencia en Occidente: los matematicos italianos
Scipione del Ferro (1465 - 1526), Niccolo Fontana, apodado Tartaglia a
causa de su tartamudez (1501- 1557) y Gerolamo Cardano
(1501 - 1576) resolvieron la ecuacién cubica general en funcién de las cons-
tantes que aparecen en la  ecuaciéon. Ludovico  Ferrari
(15622 - 1565), alumno de Cardano, pronto encontrdé la solucion exacta pa-
ra la ecuacién de cuarto grado. Las férmulas algebraicas para la resolucién
de las ecuaciones de tercer y cuarto grado fueron publicadas en 1545 por
Cardano en su libro Ars Magna.

Un avance importante en el dlgebra fue la introduccién, en el siglo xv1, de
simbolos para las incégnitas y para las operaciones y potencias algebraicas.
El matemadtico francés Francois Viete (1540 - 1608), a quien se considera
uno de los precursores del dlgebra, fue el primero en representar los para-
metros de una ecuacion mediante letras 'y propuso un
sistema simbdlico que le permitié representar de forma general distintos
tipos de ecuaciones. Viete, quien fue ademads un destacado precursor de
la utilizacion del dlgebra en criptografia, llevé a cabo importantes estudios
sobre la resolucién de ecuaciones y sus escritos ejercieron gran influencia
en muchos matemiticos del siglo posterior, incluyendo a Pierre de Fermat
(1611 - 1665) en Francia, e Isaac Newton (1642 - 1727) en Inglaterra. De-
bido al avance en la notacion, el Libro 111 de la Geometria (1637), escrito por
el matemadtico y filésofo francés René Descartes (1596 - 1650) se parece
bastante a un texto moderno de dlgebra y contiene los fundamentos de un
curso de teorfa de ecuaciones, incluyendo lo que el propio Descartes llamé
la regla de los signos para contar el nimero de raices verdaderas (positivas) y
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falsas (negativas) de una ecuacién. Sin embargo, la contribucién mas impor-
tante de Descartes a las matematicas fue el descubrimiento de la geometria
analitica, que reduce la resolucién de problemas geométricos a la resolucién
de problemas algebraicos.

Durante el siglo xvii se continué trabajando en la teorfa de ecuaciones y
en 1799 el matemdtico alemdn  Carl  Friedrich  Gauss
(1777 - 1855), en su tesis doctoral, presentd la primera demostracion rigu-
rosa del teorema fundamental del dlgebra. Gauss es uno de los mds impor-
tantes matematicos de la historia. Los diarios de su juventud muestran que
ya en sus primeros afios habia realizado grandes descubrimientos en teo-
ria de nimeros, un drea en la que su libro Disquisitiones Arithmeticae (1801)
marca el comienzo de la era moderna.

Los hallazgos hechos en el siglo xvi acerca de la resolucién de ecuacio-
nes de tercer y cuarto grado llevaron a los matemadticos a interesarse por
los nimeros complejos y estimularon la bisqueda de soluciones similares
para ecuaciones de quinto grado y superior. Fue esta bisqueda la que a su
vez generé los primeros trabajos sobre la teoria de grupos a finales del si-
glo xvi y la teoria de ecuaciones del matemdtico francés Evariste Galois
(1811 - 1832) a principios del xix. Sin embargo, el matematico noruego
Niels Abel (1802 - 1829) y el mismo Galois demostraron la inexistencia de
tales soluciones.

2.2. Expresiones algebraicas

Llamamos variable a una letra o simbolo que representa cualquier elemen-
to de un conjunto determinado. Llamamos constante a un elemento fijo
del conjunto considerado. Si tal conjunto es el conjunto R de los nimeros
reales, las variables y constantes representan nimeros reales.

Usualmente representamos las variables por las ultimas letras del alfabe-
to, w, x, y, z. En algunos casos representamos las constantes por las primeras
letras del alfabeto, a, b, ¢, d. En estos casos los simbolos a, b, etc., represen-
tan elementos fijos pero arbitrarios del conjunto considerado.

Ejemplo 2.1.

1. Enla expresion 222 + 4x — 7 la letra x es una variable y los nimeros
2, 4 y 7 son constantes.

2. Enla expresion ax + b, x es una variable y ¢ y b son constantes.
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Llamamos expresiones algebraicas a las constantes, las variables o las
combinaciones de constantes y variables mediante las operaciones de suma,
resta, multiplicacién, division, elevacién a potencias y extraccién de raices.

Ejemplo 2.2. Las siguientes son algunas expresiones algebraicas:

5, 28, 8ay?,  (6xy — 29)52%, —8x’y+T7x+ 2y -8,

_ 2243 (22—5 _ 32—1)% V+2y
x2-52-6’ ’ —Y3r

En una expresion algebraica, cada una de las partes separadas por medio
de un signo de suma o de resta, se llama un término.

Ejemplo 2.3. En la expresién

9  2x+1
5xzy—L+\/xy—6+7

3y-5
los términos son 522y, é;”—f;, Vxy — 6y 7. Observamos que expresiones tales
é;fg y 4/xy — 6 se consideran como un solo término.
Si un término consiste de un producto de dos o mas factores, decimos

como

que cada factor es el coeficiente del producto de los otros factores. Por ejem-
plo, en el término 7z%y, 7 es el coeficiente de 2%y, 722 es el coeficiente de
v,y 7y es el coeficiente de x2. Si un coeficiente es un nimero, lo llamamos
el coeficiente numérico. En el término anterior 7x2y, 7 es el coeficiente
numérico.

Si una expresion algebraica consta de un solo término, la llamamos un
monomio; si consta de dos términos, la llamamos un binomio; si consta de
tres términos, la llamamos un trinomio y asi sucesivamente.

Asumiendo que las variables y las expresiones representan nimeros
reales, tenemos que poner condiciones sobre los valores que pueden tomar
las primeras. Asi por ejemplo: 42%—823 +6x2 -8 representa un nimero real,
cualquiera que sea el valor que tome x. La expresion 3y + 2y% + % repre-

224y?

senta un nimero real siempre que y sea diferente de 0. La expresion 1
6a2y+-

. . .. 2
representa un nimero real siz +y > 0. La expresion TI representa un
_—

nimeroreal six # 0y 1 —ay # 0.

Al remplazar en una expresién las variables por valores que ellas puedan
tomar, se obtiene un nimero real que es el valor de la expresién en esos
nimeros. Asi por ejemplo el valor de 42° — 823 + 622 —=3 enax = 0 es

2,2
4(0)% - 8(0)® + 6(0)? = 8 = —3; el valor de e enz =2y =-les
22+(-1)? _

Ve h

El conjunto de los valores que pueden tomar las variables es el domi-

nio de la expresién. Asi, el dominio de una expresién en x (o en y) es el
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conjunto de los nimeros reales que puede tomar x (o y) para que el valor
de la expresion sea un nimero real. El dominio de una expresién en x y
y es el conjunto de las parejas de nimeros reales que pueden tomar x y y
respectivamente, para que el valor de la expresién sea un nimero real.

Por ejemplo, el dominio de la expresion 42% — 828 + 622 — 8 es R, el
dominio de la expresion 8y% +2y3 + g es R\ {0}, el dominio de la expresion
J%Tyj es el conjunto de las parejas (x, y) tales que x + y > 0, es decir, tales
que y > —z. Por ejemplo, la pareja (3, 0) pertenece a ese dominio mientras
que la pareja (-4, 4) no pertenece.

Vamos ahora a enfocar nuestra atencién sobre algunas de las operaciones
que se utilizan para formar expresiones algebraicas.

2.21. Exponentes enteros positivos

En nuestros ejemplos de expresiones algebraicas, hemos utilizado simbolos
tales como 2% y a®. Un simbolo como z? representa el producto x - x. Si-
milarmente, ® representa el producto « - @ - a. En general, establecemos la
siguiente definicién.

Definicién 2.2.1. Si ¢ es un numero real arbitrario y n es un entero
positivo, definimos a” como el producto de n factores iguales a a. Es decir,

a = a . a PEEEY a
n factores iguales a a

En el simbolo a", a se llama la base y n el exponente o la potencia. También
decimos que a" es a elevado a la potencia n.

Ejemplo 2.4.
1.2¥=2.2.2.2=16

9. (-3)° = (-8)-(=8) - (-3) - (-3) - (-8) = —243

5] = (66 )
o (08 = ()-(49)- () (%) () () -

A partir de la definicién anterior (2.2.1) podemos comprobar las siguientes
propiedades bdsicas que satisfacen los exponentes enteros positivos. Si a
y b son ntimeros reales arbitrarios ym yn son enteros positivos, entonces
tenemos:
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aman = am+n

(am)n — amn

(ab)n — anbn
El siguiente razonamiento es una justificacién de la primera de las propie-
dades mencionadas.

a”lan: a-a-a---a . a-a-a---a = a--a-a---a

— ——— —_———— | —
m factores igualesa @ n factores iguales a @ m+n factores iguales a a

Se pueden hacer justificaciones similares para comprobar las otras dos
propiedades.

Ejemplo 2.5.

1. 5%2.5% =523 = 55 =3.125

2. (22)t =224 =98 = 956

3. (8-5)2=38%2.52=9.25=295
4. (ab)® = a®b3

2.2.2. Exponentes enteros
La definicién de a" se puede extender al caso de exponente cero y expo-
nentes negativos de acuerdo con la siguiente definicion:

Definicion 2.2.2. Si a es un nimero real con a # 0, definimos
' =1

gt = —

donde 7 es un entero positivo.

Ejemplo 2.6.

3.5%=1
4. 2+V3) =1



50 e« Fundamentos de algebra

Estamos en capacidad de demostrar las principales propiedades de los
exponentes, cuando estos son enteros arbitrarios. Estas propiedades se co-
nocen con el nombre de leyes de los exponentes y son las siguientes:

Leyes de los exponentes. Si @, b son nimeros reales diferentes de cero
y m, n son enteros arbitrarios entonces:

1' aﬁlall — a7ﬂ+7l

2. (@™)' = a™

3. (ab)" = a"b"

4. (&))" = &
. b = hn

5 a” _ amn
c ot T

6. © = _L
s oogh T gnm

Generalmente usamos exponentes no negativos; en consecuencia, emplea-
mos la propiedad 5, si m > n, y la propiedad 6, si m < n. Las
propiedades anteriores se extienden de manera natural al caso en el que in-

tervienen varios enteros o varios factores. Por ejemplo, tenemos
(abc)" — anbncn’ amanap — am+n+p etc.

Ejemplo 2.7. Si las letras representan nimeros diferentes de
cero tenemos:

1. 27228 = 2725 =48

9. (y—3)4 =y(—3)4 =y—12 — 3%

3. b2p3ho = p2+3+5 — 10

4. (x2y—3z4)2 — (x2)2(y—3)2(z4)2 — x4y—628

87 _q7-5 _ 92 _
5.§_3 =3“=9

(=)
—_—
S
|
SN —
oo
Il
—
o
S
Ny
o
o
o
S
o
—_
[\
&
S}
3

Observamos que entre las leyes de los exponentes no figuran las siguientes
férmulas incorrectas si el exponente n # 1.

(a+b)' =d" +b"
(a _b)n =a" —b".
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Por ejemplo, sia = 4,0 =2yn =8, (a+b)" =4 +2)° =62 =216y
a" =43 =64,0" =23 =8y a" +b" =64 +8 =72+ 216 = (a +b)".
Cuando n = 2 las férmulas correctas son:
(a+b)? =a® + 2ab + b?

(a=b)? =a®—=2ab +b?
y, cuando n = 3, son:

(a+0)% =a® +8a%b + 3ab® + b°

(a—0)® = a® — 8a%b + 3ab® - b®

2.2.3. Exponentes racionales

Vamos a extender nuestra definicién del simbolo " al caso en que el expo-
nente es un numero racional. Para empezar necesitamos la siguiente
definicion:

Definicién 2.2.3. Sea n un entero positivo mayor que 1, y ¢ un nimero
real. Si r es un nimero complejo que satisface la ecuacién " = a, decimos
que r es una raiz n-ésima de a.

Ejemplo 2.8.

1. 8y —8 son raices cuadradas de 9, pues 82 = 9y (-3)? = 9.
\F

2. —% + 7%1 es una raiz cubica de 1, por el ejemplo 1.17, 3, e.
3. —3 es una raiz cibica de =27, puesto que (-8)% = —-27.
4. iy —i son raices cuartas de 1, pues i* = (—i)* = 1.

Se puede demostrar que todo nimero real diferente de cero tiene exacta-
mente n raices n-ésimas, aunque la mayoria de ellas son nimeros complejos
no reales. Entre las raices n-ésimas de un nimero real @, vamos a elegir una
de ellas como la raiz n-ésima principal, esta raiz la representamos por el
simbolo {/a y la definimos como sigue:

Definicién 2.2.4. Sea n un entero positivo mayor que 1 y ¢ un nimero
real. Establecemos que:

1. Sia > 0, {/a es la raiz n-ésima real positiva de a.

2. Sia < 0y n esimpar, {a es la raiz n-ésima real negativa de a.

3. Sia=0,a=0.
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Sia < 0y n es par, {/a no la definimos ahora, pues en este caso no existe un
numero real 7 tal que " = a. La definiremos posteriormente para n = 2.

El simbolo /" se llama un radical, el nimero a es el radicando y el ni-
mero 7 es el indice del radical. Cuando n = 2 en lugar de a escribimos
simplemente va.

Ejemplo 2.9.

1. V25 =5

2. V=64 =4
5(-1 _ 1

3. \32 =3

4. V-9y V=72 no son nimeros reales.

Recalcamos que {/a no estd definido, solo en el caso en el que a es negativo
y n es par. En este caso decimos que {/a no es un nimero real o no existe.

Nuestro interés es no solo definir ¢" cuando n es un nimero racional,
sino hacerlo de tal forma que se sigan cumpliendo las leyes de los exponen-
tes. Sin = (l donde ¢ es un entero positivo y deseamos que se cumpla la ley
1 (y la 2.) debemos tener que

<

=
=
Il
S

q factores iguales a a @

1 . . .
lo cual nos indica que debemos definir a7 como una raiz ¢-ésima de a. En
consecuencia establecemos la siguiente definicién.

Definicién 2.2.5. Sea ¢ un entero positivo mayor que 1 y @ un nimero
real tal que /a exista. Establecemos que

1

ar =a
Ejemplo 2.10.

1. 25 = 2.

2. (-82)5 = V=82 = -9.

3. (—16)% no estd definido porque V=16 no es un nimero real.

Sin = 1(13 con p y ¢ enteros positivos, y deseamos que se cumpla la ley 2 de

los exponentes, debemos tener que

1
(a?)P = a%



Fundamentos de algebra « 53

En consecuencia debemos establecer la siguiente definicion:

Definicién 2.2.6. Sea f]—) un nimero racional donde p y ¢ son enteros

positivos diferentes, y sea @ un nimero real tal que ¥/a exista. Establecemos

ot = (ai)]’ - (%)"’

De las definiciones anteriores y las leyes de los exponentes podemos deducir

que

. A .. ¢ . .. .
[dcilmente que si a¢ existe, entonces también a ¢ es la raiz g-ésima principal
de a?, es decir tenemos
2 1
ai =Va? = (ap)q
Finalmente, extendemos nuestra definicion de ¢” al caso en el que n es un
numero racional negativo.
Definicién 2.2.7. Sea ]é un ndmero racional con p y ¢ enteros positivos

diferentes, y sea ¢ un nimero tal que ¥/a exista. Establecemos que

v 1
aq:_ﬁ
ad
Ejemplo 2.11.
1. 275 = (Y272 =32 =9
-3 _ 1 _ 1 _1_1
2.814_81_%_(\4/87—1)3_3_3_ﬁ

8. y7 = (' ="

Se puede demostrar que las leyes de los exponentes 1 a 6 son vdlidas pa-
ra exponentes racionales siempre y cuando ¢ y b sean niimeros positivos.
Cuando a y b son negativos algunas de esas leyes no se cumplen.

Ejemplo 2.12.

1. [(=4)2]2 = 162 = 4 mientras que (=4)2'2 = (=4)! = —4. Asi obser-
vamos que [(—4)2]5 + (—4)2'%; luego, la propiedad (a™)" = a™" no se
cumple en este caso.

1 1 1
2. (_—2)4 = (%)4 pero % no estd definido. Luego la propiedad
(=54

n
(—) = %= no se cumple en este caso.

Para evitar este tipo de problemas, en adelante, cuando trabajemos con ex-
ponentes solo consideraremos bases positivas.
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e Radicales

En algunas ocasiones es mds ventajoso expresar las cantidades en térmi-
nos de radicales que en términos de exponentes racionales. Las leyes de los
radicales se siguen inmediatamente de las leyes de los exponentes. Sim y n
son enteros positivos y @ y b son niimeros reales positivos, entonces:

1. Vab = {faVb
2. nﬂ_%

b W
5. ¥a= \a
Ejemplo 2.13.
1. V180 = V365 = V365 = 6V5
9 3250_%_@@_@-%=%@

27 T o7 3

3. V81 =VV81 =10

4. Six es un numero real, entonces Va? = || (Proponemos al lector que
realice la justificacién de la afirmacién anterior).

Al simplificar un radical, lo hacemos de tal forma que no existan poten-
cias n-ésimas de radicales cuyo indice es 7, no se tengan fracciones bajo el
signo de radical y los radicales tengan el indice mds pequefio posible.

Ejemplo 2.14.

1. /4826y = {(162%y8)(822y) = v162%y8/3x2y = 2xy%/3x2y.

g JT. N _ Wy _ i

En la simplificacion de radicales generalmente es mads fdcil trabajar los

radicales como exponentes racionales.

Ejemplo 2.15.

1
(256420 (2%254)4 _9243h o
2 2 - 1
c?2 4

| S
—

11
4bazc?

4

- N
C

4 4

[\

Para terminar, queremos sefialar un error muy frecuente en el uso de los ra-
dicales. Este error consiste en creer que se tiene la siguiente férmula

incorrecta
Vazh=a+ 0
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Ejemplo 2.16.
1. VO+16 # V9+VI6, pues VO+16 = V25 = 5y VO+VI6 = 3+4 = 7.

2. V343—23¢“74_3—\‘72_3,pues V43 =93 = 56 =V23.7 =97 > 9
y Va3 V23 =4-92=2

e Raices cuadradas de nimeros reales negativos

Recordamos que en la seccién 1.10 definimos el nimero complejo i co-
mo i = V-1. iQué podemos decir acerca de las raices cuadradas de los
numeros reales negativos en general?

Consideremos ahora un nimero real negativo. Este puede escribirse en
la forma —a donde a es un nimero real positivo. Tenemos

(iVa)’ = (iVa)(iva) = i*(Va)* = (1)a = —a,
y similarmente
(=iva)’ = —a.

Por lo tanto, los niimeros complejos iva y —iv/a son raices cuadradas del
nimero negativo —a. Escogemos al niimero iv/a = v/ai como la raiz cuadra-
da principal del nimero negativo —a y lo representamos por y/—a, es decir,
establecemos formalmente la siguiente definicién:

Definicién 2.2.8. Si a es un niimero real positivo, la raiz cuadrada prin-
cipal del nimero real negativo —a, la representamos con vy—a y la definimos
como

V=a =iva = Vai.
Ejemplo 2.17.
1. V=86 =iV36 = V36i = 6.
9. 5+V-16 =5+ V16i = 5 + 4i.

3 4+\2/§ _ 4+fi _ 4+22\/§i = Z(Z;@) =2+ V2.

Ejemplo 2.18. V=-5vV=5 = (V5:)(V5i) = i2(V5)2 = (-1)5 = 5.

Por lo tanto, =5 =V-5V=5#+/(=5)(=5)=V25 = 5 y tenemos un nuevo
ejemplo que nos muestra que las propiedades de los exponentes y radicales
no siempre son validas si los nimeros considerados no son positivos.
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Ejemplo 2.19.

(V18 + V=9)(V2 - V=6) = (V18 + V9i)(V2 — V6i)
= (V18 + 8i)(V2 - V6i)
= (V18V2 + 3V6) + (—V18V6 + 3V2)i
= (V36 + 3V6) + (V36 V3 + 3V2)i
= (6 + 3V6) + (-6 V3 + 3V2)i

2.3. Polinomios

Una expresién algebraica obtenida mediante las operaciones de suma, resta
y multiplicacién sobre las constantes y variables, se llama un polinomio.

Ejemplo 2.20.

1. 523 — 322 + 62 + 8y 27 + 2¢* — 822 — Y8z son polinomios en una
variable, en la variable .

2. 3y° + 293 + 9 son polinomios en una variable, en la variable y.

3. 8xy? - %xy +2—V2y Vba3y? — 322y? + 4zy — 8y + 1 son polinomios
en dos variables.

Observamos que los tinicos exponentes que aparecen en las variables son
enteros positivos. L.os exponentes negativos y fraccionarios estdn excluidos.
Sin embargo, los coeficientes numeéricos son nimeros reales arbitrarios o
elementos arbitrarios del dominio en consideracion.

Llamamos grado de una variable en un término de un polinomio al ex-
ponente que tiene la variable en el término. Por ejemplo en el término
3x*y3, el grado de x es 4 y el grado de y es 8. El grado de un término en
dos o mds variables es la suma de los grados de las variables que aparecen
en el término. Por ejemplo, el grado del término en dos variables 3z*y® es
7. El grado de un polinomio en ciertas variables es el mayor de los grados
de esas variables en los términos del polinomio.

Ejemplo 2.21.

1. 72% = 222 + 8x + 1 es un polinomio de grado 5 en z.
2. 428y — bayd + 2ty?
eny,ydegrado 6enxyy.

+ 2y es un polinomio de grado 4 en z, grado 3
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Los polinomios que estudiaremos mds detalladamente son los polino-
mios en una sola variable, variable que representaremos por z. Un
polinomio en x con coeficientes reales es una suma finita de productos de la
forma q;a*, donde el coeficiente ¢; es un nimero real y £ es un entero no
negativo. Asi un polinomio en una variable tiene la forma

ag +a1x + ... + ax”

donde 7 es un entero no negativo y @; es un numero real para 0 <7 < n.
Su grado es el mayor exponente n de x tal que a, # 0, a, es su coeficiente
principal y ag es su término independiente.

Si no se hace necesario explicitarlo, el polinomio puede representarse en
la forma ¢(x). El conjunto de todos los polinomios con coeficientes reales es
denotado por R[x].

Ejemplo 2.22.
1. Son polinomios los siguientes:

a) 8+ 1228 + %;ﬂ — 36a”. Su grado es 9, su coeficiente principal
es —36 y su término independiente es 3.

b) —% + \/7556 + 2. Su grado es 2 y su coeficiente principal es 1y su

término independiente es — %

¢) =1+ 1,522 +0,752% - 1,2527. Su grado es 7 y su coeficiente
principal es —1,25 y su término independiente es -1.

d) m + 3z, —4 + V2x y todas las expresiones de la forma b + ax
con ayb € R. Los polinomios de grado 1 son los de esta forma
siempre que a # 0.

e) 2 =220, V7 = —\7a0, % = gxo y todas las constantes no cero
son los polinomios de grado 0:sia # 0, a = az". E1 0 es también
un polinomio constante pero no se le atribuye grado.

2. No son polinomios los siguientes:

a) 8+4a?+ 6272 pues el exponente de z en el tercer término es un
entero negativo.

b) 9—2vx +x — 422 pues el exponente de z en el segundo término
es positivo pero fraccionario, ya que es %

7x+19225 628
¢) i1
llamado fraccién racional.

no es un polinomio, es un cociente de polinomios
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Dos polinomios son iguales si tienen el mismo grado y, para cada potencia
x* de z, el coeficiente en un polinomio es igual al coeficiente en el otro.

Ejemplo 2.23.

1. —1+3x2—4x5+917=a0+a1x+---+a7x7

a1 =0,a9=8,a3=0,a4=0,a35 =-4,a5=0,a7; =9.

si, y solo si, ag = —1,

2. 4z + 622 + 1223 = by + byx + -+ + bsa® si, y solo si, by = 0, by = 4,
by =6,b3=12,b4 =0, b5 = 0.

3. Los polinomios —1 — 8z + 222 — 2% y 1 + a1 + - - - + @, 2" no pueden
ser iguales porque los términos independientes son distintos: para el
primero es —1 y para el segundo es 1.

2.31. Sumay resta de polinomios

El procedimiento para sumar y restar polinomios estd basado directamente
en las propiedades asociativas y conmutativas de la adicién y multiplicacién
de nimeros reales, y en la propiedad distributiva de la multiplicacién con
respecto a la adicién. Es decir, estd basado en las propiedades P.2, P.8 y
P.4 de los nimeros reales, estudiadas en el capitulo 1, seccién 1.2. Bdsica-
mente, lo que se hace es agrupar y reducir términos semejantes, es decir,
términos que difieren tinicamente en su coeficiente numérico, por ejemplo
S5ayy =7x%y.

Ejemplo 2.24. Efectuemos la siguiente suma
(4% = 2xy + 2% + 7x) + (6zy — 52 + 82?)

Primero utilizamos las propiedades conmutativa y asociativa para grupar
los términos semejantes, obteniendo

(422 + 82%) + (~2xy + 6zy) + (2% - 5y%) + 7z

Luego, aplicamos la propiedad distributiva para reducir los términos seme-
jantes, obteniendo como resultado final

7x? + dxy — 3y* + 7x.

En la prictica se escriben en fila los polinomios a sumar, de tal forma que
las columnas contengan solo términos semejantes. El ejemplo anterior nos
queda de la siguiente forma:
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422 Qxy +2? +7x
322 +6xy —5y?
722 +dxy -8y? +7x

donde la tercera linea presenta el resultado después de reducir los térmi-
nos semejantes.

Si tenemos en cuenta la definicién de resta, el problema de restar dos
polinomios se transforma en el problema de sumar dos polinomios.

Ejemplo 2.25. Efectuemos la siguiente resta de polinomios
(5% + 3xy — ) = (2% —4ay + 1)
La resta anterior se convierte en la suma
(522 + 8xy — %) + (=222 + dxy - 1)

que es igual a

322 + Txy —y% - 1.

2.3.2. Multiplicacion de polinomios

La multiplicacién de polinomios estd basada en la aplicacién repetida de la

propiedad distributiva y la utilizacién de la ley de los exponentes

m ,n

ama" = am+n

con m y n enteros positivos.

Ejemplo 2.26.
1. (5x2y3)(—3x4y2) = —15x6y5

2. (222 —xy +y)(8x + 2y) = (222 — xy + ¥)8x + (222 — 2y + )2y
= (62% - 82%y + 8xy) + (dx?y — 2xy? + 2?)

= 62° + x2y + 3xy — 2xy2 + 2y2
En la practica se procede como se indica en la siguiente ilustracién

9?2  —xy +y

3x  +2y
6% —8x2%y +3xy
+422%y -2y +2y?

628 +x2y +3xy —2xy2 +2y2
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donde la tercera linea se obtiene multiplicando cada término de la pri-
mera linea por 3x y la cuarta linea se obtiene multiplicando cada término
de la primera linea por 2y. Finalmente, sumando las filas tercera y cuarta se
obtiene el resultado que es la dltima fila.

Un caso particular importante es el de la multiplicacién de dos polino-
mios en la misma variable. En este caso es conveniente ordenar los
polinomios de tal forma que el exponente de la variable vaya decreciendo.

Ejemplo 2.27. Efectuemos el siguiente producto de polinomios

(2% =822 +x = 7)(x' - 622 + 1)

Tenemos
9228  -8x? +x -7
! 622 +1
9¢7 —82% +1? —74

—122% +182% —62% +49222
+928  —3822 +xr =7
9¢7 —8x% —112° +112* 423 +8922 +x -7

2.3.3. Division de polinomios

La divisién de un polinomio se rige esencialmente por las mismas reglas
de la divisién aritmética ordinaria de nimeros enteros. El polinomio que
se divide, se llama dividendo y el polinomio por el que se divide, se llama
divisor.

Ejemplo 2.28. Dividamos 5z — 1022 + 62 — 8 por z — 2.
Procediendo de la manera usual tenemos

622 — 1022 + 52 — 8 x—2
—62° + 19222 622 + 22+ 9
222 + bz
—92%+ 4x
92— 8
—9x + 18
10

Obtenemos como cociente 62 + 2z + 9 y como residuo 10.
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Expliquemos el proceso utilizado. Para dividir un polinomio por otro,
seguimos los siguientes pasos:

1. Ordenamos cada polinomio en potencias descendentes de la
variable x.

2. Dividimos el primer término del dividendo por el primer término del
divisor para hallar el primer término del cociente.

3. Multilpicamos todo el divisor por el primer término del cociente y
restamos este resultado del dividendo.

4. Consideramos el residuo obtenido en el paso anterior como nuevo
dividendo y repetimos los pasos 2 y 3.

5. Continuamos este proceso hasta que obtengamos como residuo cero
o un polinomio de grado menor que el grado del divisor.

Si el residuo obtenido al finalizar el proceso es cero, decimos que la di-
vision es exacta y que el divisor es factor del dividendo.

Representamos los polinomios en una variable x por expresiones tales
como p(x), q(x), c(x), r(x), etc. Con esta notacion, si p(x) representa el divi-
dendo, g(z) el divisor, ¢(x) el cociente y r(x) el residuo en la divisién de dos
polinomios, tenemos que

p(x) r(z)

m:c(x)+@

o en forma equivalente

p(x) = q(x)c(x) + r(x)

La ecuacién anterior tiene una forma similar a la expresada en el algoritmo
de la divisién entre enteros. En un estudio mds completo de polinomios
podemos demostrar el siguiente resultado.

Algoritmo de la divisién para polinomios. Si p(x) y ¢(x) son polino-
mios de grados n y m, respectivamente, con m > 0, entonces existen
polinomios tnicos c¢(x) y r(x) tales que

(i) p(z) = q(x)c(x) + 7 (2).

(ii) 7(x) = 0 o el grado de r(x) es menor que el grado de ¢g(x).

El polinomio ¢(x) se llama el cociente y el polinomio r(x) se llama el
residuo obtenidos al dividir p(x) por ¢q(x).

Ejemplo 2.29. Hallemos el cociente y el residuo obtenidos al dividir el
polinomio p(z) = 4+3x—2x2+323+62* por el polinomio ¢(z) = 1+x+4a2.
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Procediendo como en el ejemplo anterior tenemos:

6x* +3x% -2 +3x +4 422 +x +1
3 3 3 31
Jyap 2.3 _2.2 .2 _ _
6x g% g% 9% Tg¥ 39
3 3 7 2
§.§C —51‘
3 4 3 4 3
—§x —gl' —gx
_31 9 +21
g g
s' 39" T39
U5 159
32" 739

de donde el cociente es

34 38 31
c(x)—gx +3¥ " 39
y el residuo es
o 115, 159
R T RET

Veamos que se cumple la relacién mencionada en la parte (i) del algoritmo
de la division.

En efecto, tenemos que

qg(@)c(x) + r(x) = (4x2 +x+ 1) (;yc2 + 2;& - 2—;) + (%x + %)

. 19 31 115 159
_ 4 3 _ 2 _
= (Gx +3x° - 22 —x —) (—32 x+ 39 )
= 62" +82% - 222 + 32 +4 = p(x)
Veamos otro caso:

Ejemplo 2.30. Hallemos el cociente y el residuo obtenidos al dividir el
polinomio p(x) = 2% + x + 1 por el polimomio ¢(x) = 223 — 2% + z - 1.

Como en este caso el grado de ¢(x) es mayor que el grado de p(x) obte-
nemos como cociente el polinomio 0 y como residuo el polinomio p(x). La
relacion

p(x) = q(@)e(x) +r(x)
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nos queda en la forma

2

2 +x+1=(22% - 22

+x—-1)-0+@%+x+1).

Para dividir polinomios en dos o mads variables, se procede de la misma
forma, eligiendo una variable comun con respecto a la cual se ordenan los
polinomios en potencias descendentes.

Ejemplo 2.31. Dividamos p(z,y) = 2z* — 2%y + 22y® + 3y* por

— 2 2
q(x,y) = 2% —xy +y°.
Ordenando por potencias descendentes de x tenemos

9zt —x3y +0Jc2y2 +2xy3 +3y4 2 —xy +y2
—92% 49223y  —92%y? 22 +xy —y?
x3y —2x2y2 +2xy3
2By 4 2%y P
—x2y2 + xy3 +3y4
222 gy 4yt

4y4

Hemos obtenido como cociente ¢(z,y) = 222 + 2y — y% y como residuo

r(x,y) = 4y
Ademds, por verificacién directa podemos comprobar que

p(x,y) = qx, y)e(x,y) +r(x,y),

que es la forma del algoritmo de la divisién para polinomios en dos
variables.

Una manera f{dcil y rdpida de realizar la divisién de un polinomio p(x)
por otro de la forma x — d, es mediante el proceso conocido como divisién
sintética, que sigue estos pasos:

1. Escribimos en wuna linea los coeficientes del polinomio

"=2 4 ... 4 a1z + ap que queremos di-

p(x) = apa" + an—lxn_l +ay—9x
vidir, ordenado previamente en potencias descendentes, y colocando
0 cuando falte alguna potencia. Luego a la derecha de estos nimeros

escribimos separado por el simbolo | el nimero d.
2. Escribimos en la tercera fila el coeficiente principal a, de p(x).

3. Multiplicamos @, por d y anotamos el producto en la segunda fila
debajo del coeficiente a,_1. Luego, sumamos a,_1 con este producto
y anotamos el resultado en la tercera fila.
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4. Multiplicamos este niimero que acabamos de obtener en la tercera fila
por d, anotamos el resultado en la segunda fila debajo del coeficiente
a,_9, luego lo sumamos con a,_9 y anotamos el valor de la suma en
la tercera fila.

5. Repetimos el proceso anterior hasta donde sea posible.

6. El ultimo nimero de la tercera fila es el residuo y los nimeros ante-
riores son los coeficientes del cociente.

Veamos como funciona el proceso en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.82. Dividamos el polinomio 72° + 423 + 822 —x—6 por z + 1.
Notemos que x + 1 = — (-1)
Aplicando los pasos que acabamos de mencionar tenemos:

7 0 4 3 -1 -6 [ -1

-7 7 -11 8 -7
7 -7 11 -8 7 -138

Luego el cociente obtenido en la divisién es
clx) =72 =72 + 112% -8z + 7

y el residuo obtenido es r(x) = —13.
Podemos verificar directamente que

@+ De@)+r@@) =720 +42® + 822 -2 -6

Veamos otro ejemplo:

Ejemplo 2.83. Dividamos el polinomio z* — 823 + 6x + 8 por x — 4.
Aplicando el proceso descrito tenemos:

1 -3 0 6 8 L 4
4 4 16 88
1 1 4 22 96

Por lo tanto el cociente es ¢(x) = 23 + 22 +4x + 22 y el residuo es r(x) = 96.

e Teoremas del residuo y del factor

Cuando el divisor de un polinomio p(x) es de la forma x—d , el residuo es
una constante k y de acuerdo con el algoritmo de la divisién de polinomios
tenemos que

p() = (x — d)c(x) + k.
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Entonces, al evaluar p(x) en d (es decir al remplazar x por d en el polinomio
y realizar las operaciones indicadas), obtenemos el valor de p(x) en d, notado

p(d), que es
pd)=(d-d)(d)+k=0+k=k.

Con esto hemos demostrado el siguiente teorema llamado teorema del
residuo:

Teorema 2.3.1. El residuo de dividir un polinomio p(x) por el polino-

mio x —d es p(d), el valor p(x) end.
Ejemplo 2.34.

1. Elvalor de p(x) = 2* — 82% + 62 + 8 en 4 es
pA4)=4"-8-4%+6-4+8=256-192 + 24 + 8 = 96,

y este es el residuo obtenido al dividir p(x) por x — 4 como vimos en
el ejemplo anterior (2.33).

2. Por el teorema del residuo, podemos asegurar que el residuo obtenido
al dividir p(z) = 72° + 42% + 322 —x — 6 porz + 1 es p(—1) = 13,
como comprobamos en el Ejemplo 2.32.

Un importante caso particular del teorema del residuo es el siguiente teo-
rema llamado teorema del factor:

Teorema 2.3.2. El polinomio x —d es factor del polinomio p(z) si, y solo
si, p(d) = 0.

Demostracién. Recordemos que x — d es factor de p(x), significa que el
residuo de dividir p(x) por & — d es cero.

Como p(x) = (x — d)c(x) + p(d), y p(d) es tal residuo, entonces x — d es
factor de p(x) si, y solo si, p(d) = 0.

Definicién 2.3.1. Una raiz o un cero de un polinomio p(x) € R[x] es un
numero complejo z (real o no) que verifica p(z) = 0 (o, expresado con otras
palabras, es una solucién de la ecuacién p(x) = 0).

Asi, de acuerdo con el teorema del factor, el nimero d es un cero del poli-
nomio p(x), es decir p(d) = 0, si, y solo si, x — d es un factor del
polinomio p(x).

Ejemplo 2.35.
1. El polinomio z — 4 es un factor del polinomio p(x) = 22 + 2 — 20

puesto que p(4) = 42 + 4 — 20 = 0. En efecto, podemos comprobar
inmediatamente que 22 + 2 — 20 = (x + 5)(x — 4).
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2. El polinomio x + 8 = x — (-3) es un factor del polinomio

p(x) = 23 + 27 puesto que p(=8) = (=8)% + 27 = 0. En efecto, se
comprueba facilmente que 2 + 27 = (x + 3)(2% — 82 + 9).

Es importante mencionar los siguientes hechos:

1.

El teorema del factor es vdlido aun si d es un niimero complejo no
real. En este caso, entre los coeficientes de ¢(x) aparecen ntiimeros
complejos no reales. También la division sintética es un proceso ttil
en este caso.

Un niimero complejo d es raiz n-ésima de un nimero real a sid" = a,

es decir, si d" — a = 0 o, de otra manera, si d es raiz del polinomio
n

" - a.

Si los coeficientes de un polinomio son todos niimeros reales, y un
nimero complejo no real z = a + bi es una raiz o cero de este polino-
mio, entonces el conjugado de g, = = a — bi, también es raiz o cero de
dicho polinomio.

. Un polinomio p(x) de grado n > 1 posee n raices o ceros. Puede
suceder que algunas raices sean iguales entre si. Siz, ..., 2, sonlasn
raices de p(x) entonces p(x) = a, (x —21) -+ (x — 2,,), donde a, es el
coeficiente principal del polinomio.

Ejemplo 2.36.

1

V3

. Sip(x) = 2% - 1, el nimero complejo no real —% + -1 es una raiz
de p(x) puesto que al calcular este polinomio en ese nimero tenemos
3
(—% + \/751) —1=1-1=0 (ejemplo 1.17, 38, e). Asi que el poli-
V3

nomio x — (—% + i) es factor del polinomio 22 — 1. Al dividir este

polinomio por aquel, aplicando divisién sintética tenemos

1 0 0 -1 | -1+¥%
1, V3. 1 _ V3.
—§+‘}7§Z —g—‘(/T_Z 1
1 . 1 3 -
1 —§+?Z -5~ 22 0
con lo cual
5 1 V8 )\, 1 V8. 1 V8.
2 =-1=x- —§+—1 x+—(—+—zx—§—7z
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También

et (i E )

2. Sip(x) = a* + 42% + 522 + 42 + 4 entonces
p(=i) = (=) +4(=)P +5(=i) +4(=)+4 =1+4i-5-4i+4=0

También p(i) = 0y p(—2) = 0, es decir, —i, i y —2 son raices de p (x).
Ademds

px)=at +422 + 52 +dx +4 =+ D (2 +i) (x =)

En este caso, el polinomio tiene dos raices iguales a —2. Decimos que

—2 es una raiz doble de p(x).

3. Un polinomio de grado 3 con coeficientes reales que tiene 3y 1 + 2i
como dos de sus raices, necesariamente también tiene como raiz el
numero 1—27. Por el teorema del factor este polinomio tiene la forma

a(x = 8) (x — (1 + 20)) (x — (1 — 2))
alx —3)x—1-2i)(x -1+ 2i)
a(x —8)(x — 1)? +4)

= a(x® - 522 + 11z - 15)

p(x)

donde a es un nimero real distinto de cero, el coeficiente principal
del polinomio.

2.4. Productos notables y factorizacion de
polinomios

Los siguientes productos se utilizan con tanta frecuencia en dlgebra que no
solo merecen destacarse sino que es aconsejable memorizarlos. Se conocen
con el nombre de productos notables y son:

1. a(x +y) = ax + ay
2. (@ +y)(x—y) =2~y

3. (x+y)? =22+ 2y +y?
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4. (@ -y)? =2? - 2ay +y*

5. (x+y)3 = 2%+ 8a%y + xy? + 93
6. (x—y)% =23 - 32%y + 3ay? — 3
7. (@+a)x+b) =2 +(a+bx+ab

8. (ax +b)(cx +d) = acx® + (ad + be)x + bd

9. (x —y)(av2 +xy +y2) =z —y3

10. (x +y)(ac2 -y +y2) =z +y3

La validez de los productos anteriores se comprueba fdcilmente realizan-
do las multiplicaciones correspondientes. Las letras que intervienen en las
férmulas, pueden reemplazarse por expresiones algebraicas arbitrarias.

Ejemplo 2.37.
1. (3VEFT - 2VDBVETFT + 2VE) = (ByTFT? — (2y0)?
=9 +y)—4x
= 5x + 9y.
2. (812 + 45)? = (3t2)% + 2(8t%)(4s) + (45)? = 9t* + 24125 + 1652,
3. (a+b-c) =((a+b)—c)?
=(a+b)®—8(a+b)%c+8(a+b)?-c3
= (a® + 8a%b + 3ab® + b3)
—-3(a® + 2ab + b?)c + 8ac? + 8bc? — 3.

Notemos que hemos considerado a + b como un solo término.

N

. (2x + 5y)(bx — 3y) = 1022 + (=6 + 25)xy — 15y2
= 1022 + 192y — 15y2.

<

. (2a = 5b)(4a® + 10ab + 25b%) = (2a — 5b)((2a)? + (2a)(5b) + (5b)?)
= (20)" - (5b)°
= 8a® — 125b3.

Factorizar una expresion algebraica, es expresarla como producto de ex-

presiones mds simples llamadas factores de la expresion original. En gene-
ral, la factorizacién de expresiones algebraicas puede ser muy complicada y
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nos limitaremos por ahora a considerar algunos casos sencillos, que se de-
rivan de las férmulas de los productos notables cuando se leen de derecha
a izquierda.

Ejemplo 2.38. (Factor comun). Para factorizar las siguientes expresio-
nes utilizamos el producto notable (1), donde la letra ¢ se conoce con el
nombre de un factor comun.

1. 823 — 62 + 9 = 3(2% — 2z + 3). El factor comuin es 3.

2. (5x —2y)z? — (5x — 2y)6xy = (5x — 2y)(x? — 6xy). El factor comun es
dx — 2y.

8. 30—yt =y102 - =y'y - Dy + 1).

Ejemplo 2.39. (Diferencia de cuadrados). Para factorizar las siguientes
expresiones utilizamos el producto notable (2).

1. 16¢%2 — 81r2%s* = (41)% — (9rs%)? = (4t + Irs®)(4t — 9rs?).

Ejemplo 2.40. (Suma y diferencia de cubos). Utilizando los productos
notables (9) y (10) tenemos las siguientes factorizaciones:

1. 2743+ 8b% = (8a)® + (20)®
= (8a + 20)((8a)? — (3a)(2b) + (2b)?)
= (8a + 2b)(9a? — 6ab + 4b?).

t—s t—s

9. (—)3— 1253 = (T)g— (5y)?

4r
o) () e
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Ejemplo 2.41. (Factorizacién de trinomios). Los productos notables
(3), 4),(7) y (8) nos permiten factorizar varias clases de trinomios, como en
los casos siguientes:

1. 922 + 12zy + 4y? = (32)? + 2(8x)(2y) + (2y)? = (8x + 2y)2.

2. 8129-9023w2 +25w* = (923)2-2(92%)(5w?)+(5w?)? = (923 -5w?)?.

3. Para factorizar el trinomio 22 + 8x — 4 debemos tener

22 +8x—-4=@+a)x+b)=2+(a+b)x+ab.

Luego, tenemos que buscar dos nimeros a y b talesque a + b = 8y
ab = —4. Ficilmente encontramos que ¢ = 4 y b = —1. En conse-
cuencia 2% + 8x — 4 = (x + 4)(x - 1).

4. Factoricemos el trinomio 6x2 + 1lx — 10. Debemos tener

622 + 112z — 10 = (ax + b)(cx + d) = acx?® + (ad + be)x + bd.

Luego, tenemos que buscar nimeros a, b, ¢ y d tales que ac = 6,
bd = =10y ad + bc = 11. Observamos que a y ¢ son positivos y
que b y d son de signos opuestos. Por ensayo y error llegamos a la
combinacién correcta: 622 + 11z — 10 = (2 + 5)(8x — 2).

La factorizacién de este trinomio, también se puede reducir a un caso
similar al caso del numeral 3, que es mds sencillo. Veamos como se
procede.

C 1 C
622 + 11z - 10 = 6[(6@2 + 11(6z) — 60]

1 .
= E(HZ + 11z — 60), donde u = 6x

=%(u+l5)(u—4)

- %(Gx + 15)(6x — 4)

() )

= (2¢ +5)(3z - 2).

5. Factoricemos el trinomio 422 — 4zxy — 3y2.
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Procediendo como en el ejemplo anterior tenemos:

C C 1 C C
4% — dxy — 3y? = Z((4x)2 —4y(4x) — 12y?)

1
= (= Gy +2)

= i(4x - 6y)(dx + 2y)

)

= (2x — 3y)(2x + y).

Algunas veces hay necesidad de agrupar o manipular convenientemen-
te los términos para poder factorizar las expresiones, como en el ejemplo
siguiente.

Ejemplo 2.42.

1. 42 +422 - 92 -9 = 42 + 42%) - (92 + 9)
=42%(x+1)=9x + 1)
= (4z? = 9)(x + 1)
= (2x - 3)(2x + 3)(x + 1).

2. a® = a®b — ab? + 0% = (a® - a%b) - (ab® - b®)
=d%*(a-b)-b*(a - b)
= (a® - b*)(a - b)
=(a—-b)a+b)a-b)
= (a +b)(a-b)*.

3. yrad=ytya4y?-—4y?+4
=0t +4y? +4) - 4y?
=(y2+2)2_4y2
=2 +2-29)0%+2+2y)
=2 =29+ 2% + 2y + 2).
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2.5. Fracciones algebraicas

Una fraccién algebraica es el cociente de dos expresiones algebraicas. Si
la fraccién algebraica es el cociente de dos polinomios, la llamamos una
fraccién racional. Algunos ejemplos son

22 —bx+1  Txr-Va2-5 Sa?y-23+6y2 -1
’ ay—yt T x—+x

La primera y tercera fracciones son fracciones racionales.

2x+7 ’ l‘%'i'l

La mayoria de las fracciones que consideramos, son fracciones raciona-
les en una sola variable. Como la divisién por cero no es posible, siempre
que tratemos con fracciones, supondremos implicitamente que los denomi-
nadores son diferentes de cero.

2.5.1. Simplificacion de fracciones

En el trabajo con fracciones, se acostumbra simplificarlas hasta donde sea
posible, de tal manera que obtengamos fracciones donde el numerador y
el denominador no tengan factores comunes. El principio bdsico para sim-
plificar fracciones es la relacién siguiente, que mencionamos en el capitulo

1:
Iz X
—=— si z2#0
yz oy

Este principio, nos indica que podemos cancelar los factores distintos de
cero, comunes al numerador y al denominador de una fraccién.

Ejemplo 2.43. Simplifiquemos algunas fracciones

1 2%+5x-8 _ (Qa-D)@+3) _ -1
C22-92-15 7 (@-5)(x+3) T x-5 "

9. a?-y? (F=y)a+y)  _  x+y

x8—y3 = (x=y)(@Z+ay+y2) T aZ+ay+y?”

2@ +)@3 %) _ a@ry)@—p)aitay+y?) x(x2+xy+y2).

(@—y)@2-y?) T (@) a-y)(at+y) -y

Los siguientes casos ilustran errores que se cometen frecuentemente en la
simplificacién de fracciones:

ty _ Y

x+z oz

-+ < :

==y (Férmulas incorrectas)
x

x+y

x
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Notemos que en el primer caso se pretende simplificar sumandos de nu-
merador y denominador. En los otros dos casos se pretende simplificar
el denominador con un sumando del numerador. No se simplifican su-
mandos y se simplifican factores diferentes de cero comunes a numerador
y denominador.

Ejemplo 2.44.

bx+3 : 3
1. 22 no esigual a g.

2 313;” no esigual niadynial +4y.

2.5.2. Operaciones con fracciones

Las operaciones de suma, resta, multiplicacién y divisién de fracciones se
basan en las propiedades que mencionamos en el capitulo 1 y que por co-
modidad repetimos ahora. Estas propiedades son:

x Yy Twxyz
-4+ = —-
2w W
zr y _xy
. .2 =
T W 2w
x
x Ly . o w Iw
I—+d—=—=—-—:—
z w Y oz oy  yz
w

Cuando realizamos operaciones con fracciones debemos simplificar el
resultado hasta donde sea posible. En los casos de multiplicacién y divisién
de fracciones, cuando sea factible, se simplifican numeradores y denomina-
dores, antes de realizar las operaciones mds complejas.

Ejemplo 2.45.

x N 3 _x(xQ—y2)+3(x+y)
x+y a2 -y? (x +y)(a? —y?)
_ 2@ =y +y)+ 3@ +y)
(x +y)(a? - y?)
_ @z =y) +3)@ +y)
(22 —y?)(x +y)

_x(r-y)+3
T2,
22 —xy+38

22 — y2
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(431:2 +4xy — 3y2) (21‘2 —xy — 3y2)

YY) G -o)
3 (422 + 4xy — 8y?)(22% — xy — 3y?)
C (2% - 2zy - 3y)(da? - 9?)
(2o + 8y)(2r - )2 - 8y +)
= = 8y)(x + )22 — 8y)( 20 + B)
2 -y
T a- 3y
a?~2ab+b? 9 ¢ 9\, 9 9
3 Z—9ab _ (a® = 2ab + b*)(a* — ab — 2b%)
a?—b? (a? — 2ab)(a? - b?)

aZ—ab-2b2
_(a~- b)%(a — 2b)(a + b)
"~ ala—2b)a—-b)a+b)
a-b

a

Cuando se suman o restan dos o mads fracciones algebraicas, es aconsejable
escribir todas las fracciones con el mismo denominador pues en este caso las
operaciones resultan inmediatas si aplicamos repetidamente las férmulas

x z xr+z x P4 xr—=z
+ —

—_ 4 - = y =
y y oy y vy oy

Cualquier denominador comun funciona, pero el mads utilizado es el
minimo comin denominador, que es el minimo comun multiplo
(m. c. m.) de los denominadores y lo podemos encontrar de la siguiente
forma: primero factorizamos todos los denominadores y, luego, formamos
un producto que contenga todos los factores que aparezcan en alguno de los
denominadores, cada uno elevado a la mayor potencia con que se presente.
Este producto es el minimo comtin denominador buscado.
Ejemplo 2.46. Hallemos el m. c. m. de las siguientes expresiones:

xQ—yQ, x2+2xy+y2, x2—3xy+2y2 y x3+y3

Tenemos
2 —y? = (x-y)a+y)
;v2+2xy+y2 = (:c+y)2
22— 3xy + 2y2 =(x—-2y)(x—-y)

3 3 2 2
% +y° = (x +y)(a” —xy +y°)
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Luego, el minimo comun multiplo es

(@ = y)(@ + )@ = 2)(@? — 2y +y?)
Ejemplo 2.47. Hallemos

2;1ﬁ+1+ xr 3z -1
22-4 x+2 22-4x+4

Elm. c. m. de los denominadores es (x—2)%(z+2) y ampliando las fracciones

para que el denominador de todas sea ese m. c. m. de los denominadores
tenemos:

2e+1 2 +1 _ Qx+1D)(x-2) x x(x — 2)?
2-4 @-2x+2) (@-22%2x+2)° r+2 (x-22x+2)
y
3r—1  3x-1 (Bx-1)x+2)
2-4drx+4 (@-22 (@-22@+2)
Luego
Q¢+ 1 x 3r—1

-1 142 2 —dr+d
2z + D(x-2) x(x — 2)? Bx—1)(x+2)
T @-222+2) (x-22%x+2) - (x—22x+2)
Qe+ D@ —2) +a(r — 22— Bz - 1D)(x+2)
B (x —2)2%(x + 2)
3 x® - 5x? — 4z
C(@-22x+2)

2.5.3. Racionalizacion de fracciones

Algunas veces se hace necesario expresar una fraccién de tal manera que su
numerador o su denominador no contenga radicales. El proceso a seguir se
conoce con el nombre de racionalizacion del numerador o del denomina-
dor, segtin sea el caso y lo ilustramos en los siguientes ejemplos.

Ejemplo 2.48.

1. Racionalicemos el denominador en la siguiente expresién

h
Vx +h—+x
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Para eliminar los radicales en el denominador nos basamos en el pro-

ducto notable (a —b)(a +b)=a® —b? cona=Vr+hyb=+x

Tenemos

h h(Vx +h + V)
Vi h—E - (kDR
_ _h(Vx+h+ o)
(Ve h)? - (Va2
_ h(Vx +h+ )

(x+h)—x
_ h(Nx +h ++x)
B h

=Vr+h++Vx

2. Racionalicemos el numerador en la expresion

{45

r—=y

En este caso nos basaremos en el producto notable
(a=b)a®+ab+b%)=a®-b3
cona=xryb=<.

Tenemos
=5 _ Q= R + 245 + ((5)°)
Ty (@ - )((RE) + &+ (35)D)
_ ()% - ({p)?
(@ -y (Va2 + Jzy + 2

r-y

@ - + gy + D)
1
B Va2 + qJ:y+\%ﬁ

2.6. Ecuaciones e inecuaciones

Una condicién en x es una expresién que contiene la variable x y se trans-
forma en una proposicién matemadtica, es decir, en una afirmacién que es
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verdadera o falsa, cuando se sustituye x por un elemento del dominio de la
expresion en consideracion; en nuestro caso, por un nimero real.
Es el caso, por ejemplo, de

3x+1=56-x

que es verdadera para x = 1 y falsa para cualquier otro nimero.

El conjunto de elementos del dominio que hacen de la condicién una
proposicién verdadera, se llama el conjunto solucién de la condicion.

La mayoria de las condiciones que se presentan en matemdticas tienen
la forma de una ecuacién o de una una inecuacién o desigualdad. En esta
seccién estudiaremos algunas ecuaciones e inecuaciones que se presentan
con frecuencia y mostraremos cémo encontrar sus soluciones.

Resolver una ecuacién o una inecuacién es encontrar su conjunto solu-
cién, es decir, encontrar todos los nimeros reales que la hacen verdadera. El
procedimiento para resolver ecuaciones e inecuaciones consiste en transfor-
marlas en condiciones equivalentes, es decir, en ecuaciones o inecuaciones
que tengan las mismas soluciones, hasta que el conjunto solucién sea obvio.

Para transformar ecuaciones e inecuaciones usamos las propiedades de
la igualdad en relacién con la adicién y la multiplicacién y las propiedades
estudiadas en la seccion 1.4, sobre la relacion de orden.

Las propiedades que usamos son las siguientes:

» Para todos los nimeros reales @, b y ¢, a = b si,ysolosi,a+c¢=b+c.
Ademds, a < b si, y solo si, a + ¢ < b + ¢. Entonces, se puede sumar el
mismo numero a los dos miembros de la ecuacion o de la inecuacion
y el conjunto solucién no cambia.

» Para todos los nimeros reales a, b y ¢, donde ¢ # 0, a = b si, y solo si,
ac = bc. Ademds, a < b si, ysolosi,ac < bcsic > 0ya < bsi,ysolo
si, ac > be si ¢ < 0: Entonces, se puede multiplicar los dos miembros
de una ecuacién o de una inecuacién por el mismo nimero positivo
o negativo y el conjunto solucién no cambia.

2.6.1. Solucion de ecuaciones

e Ecuaciones lineales
Las ecuaciones mas sencillas que se presentan en la prdctica son las ecuacio-

nes lineales en una variable, que son las que se pueden escribir en la forma

ar+b=0conaybeR y a=#0.
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Aplicando las propiedades bidsicas de los nimeros reales, vemos que la ecua-
cién lineal anterior es equivalente a cada una de las ecuaciones siguientes:

ar = =b

b

r=--

a

Por lo tanto, su tnica solucién es & = —%.

Ejemplo 2.49. Resolvamos la ecuacién 4x + 8 = 2x — 10.
Tenemos la siguiente lista de ecuaciones equivalentes

4r +8 =2x — 10 ecuacion dada
4xr =22 - 18 sumando —8 a cada miembro

2 = -18 sumando —2x a cada miembro
x=-9 dividiendo cada miembro por 2
Luego, la solucién de la ecuacién inicial es x = —9. Remplazando este

valor en la ecuacion podemos comprobar que efectivamente es la solucién,
pues en este caso tenemos

4(-9)+8=2(-9)— 10 osea —28 =-28.

El siguiente ejemplo nos muestra que una ecuacién aparentemente compli-
cada es realmente una ecuacion lineal.

Ejemplo 2.50. Resolvamos la ecuacion
4a(x-4)+5x-6=(x-1)x+2)+822 - 10z + 3

Tenemos la siguiente lista de ecuaciones equivalentes:
da(x-4)+52-6=(@x—-1(x+2)+322-102+8 ecuacion dada
422 =16 +5x -6 =22 +2 -2+ 822 - 102 +3 multiplicando
422 =11z =6 =42® -9z + 1 simplificando
~1lx -6 =-92+1 sumando —4a?
—2x =7 sumando 6 + 9z
= —% dividiendo por —2
Por lo tanto, la solucién de la ecuacién inicial es x = —%, como puede
comprobarse fdcilmente.
e Ecuaciones cuadrdticas
Las ecuaciones cuadriticas son las que se pueden escribir en la forma

ax? +bx+c=0cona, byceRya#0.



Fundamentos de algebra « 79

Para resolver una ecuacién cuadrdtica consideramos la siguiente lista de

ecuaciones equivalentes:
C
ax? +br+c=0

ax? + bx = —c

ecuacion dada
sumando —¢

dividiendo por a
b 2
sumando (—2 )
a

factorizando a la izquierda y

efectuando la suma a la derecha

extrayendo raiz cuadrada

despejando x

Como los denominadores en los términos del lado derecho de la ecua-
cién son iguales, tenemos que las soluciones de la ecuacién cuadrdtica son
los dos valores dados por la expresién

b+ Vb2 —4ac

% 2.1

xX

La expresion b2 — 4ac de esta férmula es el discriminante de la ecuacién
ax? +bx+c=0cona #0.

Ejemplo 2.51. Resolvamos la ecuacién 822 — 13z = 10.
Escribiendo la ecuacién en la forma ax? + bx + ¢ = 0 obtenemos

822 — 182 — 10 = 0. Luego a = 8, b = —-18 y ¢ = —10. Aplicando la

féormula 2.1, tenemos estas soluciones:

18+ /(-18)2 - 4(3) (-10)
- 2(3)

X

que, simplificando, se convierten en

_18+V289  18%17
-6 6

Por lo tanto, escogiendo el signo mds y el signo menos, obtenemos como

x

soluciones
5 2
xT = r=—-——
Y 3

Se puede comprobar inmediatamente que estos valores son efectivamente
soluciones de la ecuacién dada.
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Ejemplo 2.52. Resolvamos la ecuacién 722 + 4 + 1 = 0.
En este casoa = 7,b =4 y ¢ = 1. Aplicando la férmula 2.1, obtenemos

42 A ()

= 2(7)

las soluciones

que simplificando se convierten en

_—4x£V-12  —4xV12i  —4x2V8i -2xV8i

14 14 14 - 7

Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién original son los nimeros

-2 +V8i -2 -V3i
:T y x:T

Una ecuacién cuadrdtica puede tener dos soluciones reales diferentes, como

x

complejos

x

en el ejemplo 2.51, dos soluciones reales iguales o dos soluciones complejas
no reales, como en el ejemplo 2.52, lo cual depende del valor que tome
el discriminante: el primer caso corresponde al discriminante positivo; el
segundo, al discriminante cero vy el tercero, al discriminante negativo.

Notemos que las soluciones de la ecuacién az? + bx +¢ = 0, a # 0, son
las raices del polinomio p (z) = ax? + bx + c.

Muchas ecuaciones se pueden transformar en ecuaciones cuadraticas me-
diante una sustitucién apropiada, como se ve en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.53. Resolvamos la ecuacion
423 — 825 +8=0

. 1 . .
Si tomamos y = 3, la ecuacién dada se convierte en 4y% — 8y + 8 = 0, que
es una ecuacion cuadrdtica en la variable y. Aplicando la férmula 2.1, las
soluciones de esta ecuacién son

8 (-8 —4(4)(3)
) 2(4)
_8= V16

8
_8+4

y

O sea

Siy = 3, entonces 23 = §; luego, x = (% .y
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Siy=l 3= 1. (1) _ 1
1y = g, entonces x3 = 3; luego,x = (5| = 3.

. ., P <
Por lo tanto, las soluciones de la ecuacién original son x = % yx = %
En efecto, al reemplazar x = % en el miembro izquierdo de la ecuacién

2 1
dada, 423 — 823 + 3, tenemos:

97\5 (27\" 3\ (3
5] (5] a-afs) -s(5)»
:4%—8;+3:9—12+3:0.

Asi que el primer valor de x satisface la ecuacién. De manera similar x = %
la satisface.

e Ecuaciones que contienen fracciones

Cuando una ecuacién contiene fracciones racionales, para resolverla se
multiplican ambos miembros de la ecuacion por el minimo comin deno-
minador, que definimos en la seccién 2.4.2, después del ejemplo 2.45, y
se resuelve la ecuacién resultante. Este procedimiento lleva con frecuen-
cia a multiplicar por expresiones que son iguales a 0 para algunos valores
de la variable x. Por esta razon las ecuaciones obtenidas no siempre son
equivalentes y hay necesidad de verificar si las “soluciones” obtenidas son
verdaderas soluciones.

6 _ _3x+l
x+3 T 22492-8°
Como 2% + 22 — 8 = (z + 3)(x — 1), el minimo comun denominador es

Ejemplo 2.54. Resolvamos la ecuacion 45 +

(x + 3)(x — 1). Multiplicando ambos miembros de la ecuacién por este mi-
nimo comun denominador tenemos

x

(x + 3)(x - 1)(

6 8+ 1
+m)=(x+3)(x—l)( LT )

| 22+ 922 -8

que, al efectuar la multiplicacion, se convierte en
x(x+3)+6(x—1)=3x+ 1.
Simplificando, la ecuacién anterior se reduce a
22 +62-7=0.

Utilizando la férmula 2.1 o bien escribiendo la ecuacién anterior en la forma
(x + 7)(x — 1) = 0, encontramos que las posibles soluciones de la ecuacién
inicial son x = =7 y = 1. Como el valor x = 1 hace cero el denominador
de uno de los términos de la ecuacion inicial, este valor no es solucion de la
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misma. Mediante una comprobacién directa vemos que el valor x = =7 si
satisface la ecuacién y es, por lo tanto, su tnica solucién.

Los niimeros que aparecen como posibles soluciones de una ecuacién,
pero que en realidad no son verdaderas soluciones de esta, se llaman
soluciones extrafias o raices extrafias de la ecuacién dada.

e Ecuaciones que contienen radicales

Para resolver ecuaciones que contienen radicales es necesario eliminar
estos radicales elevando los miembros de la ecuacién a las potencias ade-
cuadas. Cuando se eleva un miembro a una potencia par generalmente se
introducen soluciones extrafias y, por esta razén, es indispensable compro-
bar cudles de los niimeros que se obtienen como posibles soluciones, son en
realidad soluciones de la ecuacién original.

Ejemplo 2.55. Resolvamos la ecuacion V7 + 8x + V1 +z = 6.
Tenemos
V7+3x+V1i+x=6 ecuacion dada
V7+38x=6-V1+zx aislando un radical
9 9
(V7 + 3x) = (6 -vVI1+ x) elevando al cuadrado

7+8x=386-12V1 +x+ 1 +a desarrollando los cuadrados
-30+2x=-12V] +x reduciendo términos semejantes,
simplificando y aislando el término

que contiene el radical
(=80 + 22)% = (-12V1 + 2)? elevando al cuadrado
900 — 120x + 422 = 144(1 +z)  desarrollando los cuadrados

422 - 2642 + 756 =0 reduciendo términos semejantes
2 - 66x+189=0 dividiendo por 4
(x=-38)x-63)=0 factorizando

x=38 o x =63 resolviendo la ecuacion

Six

3, remplazando en la ecuacién original tenemos

V7+88)++V1+(B)=6 oseca 4+2=6

Luego, x = 3 es solucién de la ecuacién.

Six

638, remplazando en la ecuacién original tenemos

V7 +3(63)++1+(63)=6 osca 14+8=6

Luego, x = 63 no es solucién de la ecuacion.

Por lo tanto, la tinica solucion de la ecuacion dada es x = 3.
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2.6.2. Solucion de inecuaciones

Como en el caso de las ecuaciones, el procedimiento para resolver inecua-
ciones consiste en transformarlas en inecuaciones equivalentes, hasta que se
pueda determinar facilmente el conjunto solucién.

Las herramientas para este trabajo son las propiedades del orden entre
los nimeros reales estudiadas en la seccion 1.4. Por su uso tan frecuente

nos permitimos recordar las siguientes:
Six <y, entonces x + z <y + z para todo nimero real z.

Sizx <yyz>0,entonces xrz < yz.
Siz <yyz <0, entonces xz > yz.
e Solucién de inecuaciones lineales

Ejemplo 2.56. Resolvamos la inecuacién
20 +7 <bx -6
Las siguientes inecuaciones son equivalentes:
20+ 7 < 5x -6 Inecuacion dada
-3x+7<-6 Sumando - 5z

-3x < -13 Sumando — 7

13 1
z > 3 Multiplicando por — 3

Por lo tanto, el conjunto solucién de la inecuacion es

cR:ips B
X .$_3

esto es, el intervalo [%, oo), que se muestra en la figura 2.1.

—
co

+rfy|
eol—

Figura 2.1.

Ejemplo 2.57. Resolvamos la inecuacion
-5 <dx+1<9
Aunque la inecuacién dada es equivalente a estas dos inecuaciones

-5<4x+1 y 4x+1<09,
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las podemos resolver simultineamente de la siguiente forma:

-5<4x+1<9 Inecuacién dada
-6 <4x <8 Sumando —1 en cada una de las tres expresiones
6 8 o 1
1 <zx< 1 Multiplicindolas por 1
3 <x <2 simplificando las fracciones.

Por lo tanto, el conjunto solucién de la desigualdad es

{xeR:—g<x<2}

esto es, el intervalo (—%, 2).
e Solucién de inecuaciones cuadriticas y de grado mayor que dos
Una inecuacién se llama cuadratica si tiene alguna de las formas siguientes:

ax® +br+c>0
ax?+br+c>0

ar? +br+c¢<0

ar? +br+c<0

cona # 0.
Antes de indicar cémo se resuelven estas inecuaciones, recordemos que
las soluciones de la ecuacién cuadritica ax? + bz + ¢ = 0 donde a # 0 son

b+ Vb2 —4dac b — Vb2 - 4ac

n 2a Y 2= 2a

Ademds, facilmente se verifica que r] y rg satisfacen las siguientes relaciones
¢ 2
r+rg=——, rirg = — y ar“ +bx+c=alx—ry)(x—r19)
a a

La dltima férmula nos proporciona un método para factorizar un trinomio
de la forma ax? + bx + ¢ en todos los casos posibles.

Veamos ahora c6mo se resuelven las inecuaciones cuadraticas. Una pri-
mera simplificacién que podemos hacer es suponer que a > 0, pues en caso
contrario, multiplicando la desigualdad por —1, esta se transforma en otra
inecuacion cuadritica con a > 0.
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Se presentan dos casos:

Caso 1 b? — 4ac > 0.

En este caso las soluciones r; y 79 de la ecuacién cuadritica
az?+bx+c = 0 son reales, podemos factorizar el trinomio ax?+bx+c en la
forma a(x —r1)(x —r9), y la inecuacién se resuelve como en el ejemplo 2.58.

Caso 2 b% —4dac < 0.

. .. 9 .

En este caso las raices de la ecuacién ax® + bx + ¢ = 0 son complejas no
reales, y la factorizacion a(x —r1 )(x —rg) no sirve para resolver la inecuacion.
Para resolver la inecuacién, en este caso, procedemos de la siguiente forma:

Completamos el cuadrado:

ax? +bx +¢

a(x? + éx) +c
a

( b)2 dac — b2
a —_

x+% 4a

Por lo tanto, las inecuaciones cuadrdticas mencionadas al inicio de esta sec-
cion se transforman, en su orden, en M

b2 — dac
4a

b o b*-4ac

a(x + %) > Ve

b? — 4ac
4a

b2 — dac
4da

a(x + Qb—a)2

\

b 2
a(x+%) <

b o
alx + —)° <
@+ 50)
Como estamos suponiendo que @ > 0y sabemos que % — 4ac < 0, las dos
primeras desigualdades son vdlidas para todo nimero real y las dos ultimas
para ninguno.

Ejemplo 2.58. Resolvamos la inecuacién 22 — 10z + 21 > 0.

Factorizamos y obtenemos la inecuacién (x — 7)(x — 3) > 0.

El producto (x — 7)(x — 8) puede cambiar de signo solo en 7 o en 8, que
son los puntos donde x — 7 = 0 o x — 3 = 0. A estos puntos los llamamos
puntos de separacion y dividen la recta en tres intervalos (-0, 3), (8, 7) y
(7, ).

En cada uno de estos intervalos (x — 7)(x — 8) es positivo o es negativo,
es decir, es positivo o es negativo para todo valor de x que pertenezca al
intervalo. Para determinar el signo en cada intervalo usamos un punto de
prueba, elegido dentro del intervalo. Por ejemplo, si tomamos x = 0 en el
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intervalo (—o0, 3) los valores de (x—7) y (x—3) son ambos negativos y por lo
tanto (x — 7)(x — 3) > 0 en este intervalo. Similarmente, se procede con los
otros intervalos. Los resultados se pueden expresar en una tabla de signos
como la siguiente:

Intervalo (-00,3) 3,7) (7,)
Signo de (x — 7) - - +
Signo de (x — 3) - + +
Signode (x — 7)(x - 8) + - +

donde el signo de (x — 7)(x — 3) se obtiene aplicando las reglas de los
signos.

Por lo tanto, vemos que el conjunto solucién de la inecuacién es
(=00, 3) U (7, o).

Una manera mads practica de resolver esta inecuacién es elaborando un
diagrama de signos, como se muestra en la figura 2.2.

Signo de (z - 7) - = +

Signo de (z — 3) = + +

Signode (x - 7)x-8) + - +
3 7

Figura 2.2.

En el diagrama, las lineas verticales corresponden a los puntos de sepa-
racién y la recta horizontal es la recta real.

En la resolucién de inecuaciones de grado mayor que 2, igualmente, ha-
cemos uso de la factorizacién y de la regla de los signos.

Ejemplo 2.59. Resolvamos la inecuacién 222 + 4x + 5 > 0.

En este caso tenemos que b2—4ac = 42-4.2.5 =-24 < 0. Por lo tanto,
la ecuacién 222 +4x+5=0 no tiene raices reales y, de acuerdo con la teoria
desarrollada, el conjunto solucién de la inecuacion 2x2+4z+5 > 0 es todo R.

Ejemplo 2.60. Resolvamos la inecuacion =522 + 7z — 6 > 0.

Multiplicamos por —1 y obtenemos la inecuacién 5z% — 7z +6 < 0, que
es equivalente a la inecuacién dada.

Para esta ultima, tenemos que b —4ac = (-7)2-4-5-6 = =71 < 0. Por
lo tanto, la ecuacién 522 — 7z + 6 = 0 no tiene raices reales y de acuerdo a la
teoria desarrollada, el conjunto solucién de la desigualdad 522 — 72 + 6 < 0
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es @, el conjunto vacio. Es decir, la desigualdad original =522 + 72 — 6 > 0
no tiene soluciones reales.

Recalcamos que cuando @ > 0y b? — 4ac < 0, las desigualdades cua-
drdticas, o tienen como conjunto solucién todo R, o no tienen soluciones
reales.

Ejemplo 2.61. Resolvamos la inecuacién 8x? — 10z + 2 < 0.
En este caso, b2 — dac = (=102 =4 -3 -2 = 76 > 0. Por lo tanto, la
ecuacion 822 — 10x + 2 = 0 tiene raices reales que son

_10+V76  10+2VI9  5+V19

& 6 6 3 y
10-v76 10-2V19 5-+19
2T T 6 T 3

Luego, la factorizacion de 322 — 10z + 2 es

s 0ca—a o (200 | (10|

y la desigualdad original es equivalente a

5+V19 5-+V19
3|x - z - <0
3 3
Obsevando el diagrama de signos de la figura 2.8, vemos que la solucién de

5-V19 5+«/E]
3 >3 |

la desigualdad es el intervalo [

Signo de [x - (5+319)] - - +
Signo de [x - (5_%m)] - + +
Signo resultante + - +
5-V19 5+V19
3 3
Figura 2.3.

Ejemplo 2.62. Resolvamos la inecuacién
2x+3)4-x)(x+5)<0
Elaboramos un diagrama de signos. Primero, obtenemos los puntos de
separacion resolviendo las ecuaciones 20 + 3 = 0,4 -2 =0yx +5 = 0.
Estos puntos son —%, 4y —5. Observemos el diagrama de la figura 2.4.
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Signo de (2z + 3) - - + +
Signo de (4 — x) + + + -
Signo de (z + 5) - + + +
Signo resultante + - + -
-5 _% 4
Figura 2.4.

Analizando el signo resultante, es decir, el signo de (2x + 3)(4 —x)(x + 5),
vemos que la solucién de la desigualdad dada es [—5, —%] U [4, o).

También la factorizacion y las reglas de los signos son herramientas ttiles
para resolver inecuaciones que incluyen fracciones racionales.

Ejemplo 2.63. Resolvamos la inecuacion
3z -1

2
a1 d

La inecuacién es equivalente a cada una de las siguientes:

3x -1
-2>0
x+4 ~
Bx—-1)-2(@+4) >0
xz+4
-9
0
xz+4 ”
Elaborando el diagrama de signos tenemos
Signo de (x — 9) - - +
Signo de (x + 4) - + +
Signo resultante + - +
—4 9

Figura 2.5.

Por lo tanto, la solucién de la inecuacion es (—oo, —4) U (9, o).
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Notemos que si para resolver la inecuacién 2= 3 > 2 multiplicamos por
x + 4 tanto 3;41 como 2 y resolvemos (mads senu]]amente) la inecuacién

lineal

3x—1>2(@x+4)

3r—1>2x+8
3r—2x>8+1
x>9

Obtenemos como conjunto solucién el intervalo (9, o) en lugar de

(o0, =4)U(9, oo) La diferencia entre los dos procedimientos radica en que

al multiplicar < B 4 > 2 porx + 4 y pasar a la inecuacién 3xr — 1 > 2(x + 4),

implicitamente estamos suponiendo que x +4 > 0 con lo cual solo estamos
hallando las soluciones x que cumplen esta condicién, es decir, tales que
x > —4. Necesitamos completar el procedimiento buscando las soluciones
x con x < —4, es decir, soluciones x para las cuales x + 4 < 0. En este caso,

e la inecuacion ¢ asamos a la inecuacion linea
del Bl 5 9 1 lineal

Sr—1<2@+4)

3r—-1<2x+8
3r—2r <8+1
<9

Esta condicién junto y la condicién * < —4 implican que x < -4, de
donde la solucién parcial es el intervalo (—co0, —4). Asi, la solucién total es
(=00, —=4) U (9, 00) como en el procedimiento anterior.

e Solucién de ecuaciones e inecuaciones con valor absoluto

En el capitulo 1 definimos el valor absoluto de un ntimero real x, que
representamos por |x|, mediante

x six>0
lz| = _ :
- six<0

También observamos en dicho capitulo que |z| representa la distancia del
origen al punto x sobre la recta real y, de forma mds general, que |x; — x9|
representa la distancia entre x] y x9 sobre esa recta.

Ahora bien, al elevar un nimero real x al cuadrado obtenemos el nimero
real 22 que es positivo o cero y al extraer la raiz cuadrada positiva (raiz
principal) de este nimero 22 obtenemos un nimero positivo o cero que
es el mismo x si x es positivo o cero. Por ejemplo, \/(4_ V16 =
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Si x es negativo, el resultado de elevarlo al cuadrado vy, luego, extraer la
raiz cuadrada positiva de ese cuadrado no puede ser un nimero negativo,

2 C
entonces no puede ser x. Ademds (VxQ) = 22, entonces el resultado es

—z, V22 = -z, por ejemplo, V(=8)2 = V9 = 3 = —(=3). Con lo anterior

tenemos que

\/x—(z x six>0

-r sixz<0

Asi, resulta la igualdad
o = Va?

Entre las siguientes propiedades del valor absoluto, las cinco primeras in-
dican cémo se comporta con respectos al opuesto y a las operaciones de
multiplicacién, divisién, adicién y la sustraccion.

Propiedades del valor absoluto. Si x y ¥ son nimeros reales arbitrarios
entonces:

L |-z] = |z|

9. Jayl = lel I

3. i = %,parayiO

4. |z +y| £ |x| + |y] (desigualdad triangular)
5. |zl =yl < le —yly Iyl = |zl < |z -y

6. Sia > 0 entonces || = a es equivalenteaxr =aox = —a
7

.Siaz=0,|z| £aesequivalentea—a <x <a

o

.Sia>0,|x| >aesequivalenteaxr >aox < —a

Justificacion de las dos propiedades anteriores:

lz] < a x| = a

—— >

Figura 2.6.
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Otra propiedad del valor absoluto, muy utilizada en la solucién de
inecuaciones, es la siguiente

9. |z| < |y| es equivalente a 22 < y?

En la propiedad 7 el simbolo < puede remplazarse por <, sia > 0,y en
la propiedad 8 el simbolo > puede remplazarse por >.

Ejemplo 2.64. Resolvamos la inecuacion |3 — 4x| < 7.
Utilizando la propiedad 7, tenemos la siguiente cadena de inecuaciones

equivalentes:
|8 —4x| <7 Inecuacién dada
-7<8-4x<7 Utilizando la propiedad 7
-10 < -4z <4 Restando 3 en cada expresion
1
—TO <-x<1 Dividiendo por 4
10 -
T >r>-1 Multiplicando por — 1

Por lo tanto, la solucion de la inecuacion es el intervalo [—1, g

Ejemplo 2.65. Resolvamos la inecuacién |5z + 14| > 10 y la ecuacion
|52 + 14| = 10.

La propiedad 8 nos dice que la inecuacién es equivalente a
Sbx+14>10 o dbx+14<-10

Resolviendo 52 > -4 o  5x < =24 o sea

. 4 LA
X 5 o X

5

Por lo tanto, el conjunto solucién de la inecuacion dada es

24 g 4
—00, —— ——, 00
) 5 5 b
Para la ecuacion |5x+14| = 10, de acuerdo con la propiedad 6, 5x+14 = 10

05x+14:—106nt0ncesx:%;M:—%ox:#:—%.
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Ejemplo 2.66. Resolvamos la inecuacion |2xﬂ_3] | > 3.
Utilizando la propiedad 9 del valor absoluto, tenemos la siguiente cadena
de desigualdades equivalentes:

2 —1

> —
3 > 3 para x # -3
|22 — 1|
— >3 -3
Zr3 > para x #

|22—1| > 3|x + 3| notemos que |x + 3| > 0
(2x-1)? > 9(x + 8)? para z £ -3
2z - 12 -9z +8)? >0 para z # -3
[(22-1)-38(x+3)][(2x—1)+3(x+3)] = 0 para x#-3
(—x—10)(bx +8) > 0 para x # -3

Observando el diagrama de los signos de la figura 2.7, vemos que la so-
lucién de la desigualdad es [—10, —%], r # —-3. Es decir, la solucion es

[-10, -3) U (—3, =

Signo de (—x — 10) + - -
Signo de (5x + 8) - - +

Signo restante - + -

—-10 —

oo

Figura 2.7.

2.7. Resolucion de problemas

La resolucién de ecuaciones y de inecuaciones son usadas para resolver pro-
blemas de aplicacién practica. Un paso que puede presentar dificultad, en
ese caso, es convertir un enunciado expresado en lenguaje natural en un
problema matematico expresado mediante ecuaciones o inecuaciones que
deben ser resueltas para dar solucién al problema original. Por ello, convie-
ne tener en cuenta que existen técnicas para la resolucion de problemas de
aplicacién practica. En su libro How to solve it, George Polya (1888-1985)
propuso un proceso de cuatro pasos para resolver problemas:
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Entender el problema.
Formular un plan.
Realizar el plan.

Revisar y comprobar.

Para llevar a la prdctica técnicas de resolucién de problemas pueden resultar

utiles las siguientes estrategias:

1.

Leer y analizar cuidadosamente el problema hasta que se entienda
completamente. En particular, debe identificar las condiciones, los
datos y determinar muy claramente qué debe encontrar.

. De ser posible, de acuerdo con las condiciones del problema, elaborar

una tabla con los datos o dibujar un diagrama e identificar en él los
datos y las cantidades buscadas.

Introducir una notacién asignando simbolos de variables como «, y, ¢,
etc., a las cantidades por determinar. Situar los datos y estos simbolos
sobre el diagrama, si se ha elaborado uno.

Expresar las variables usadas, x, y, z, etc., en términos de una sola
de ellas o de otros simbolos, de acuerdo con los datos del problema.
Utilizar la informacién dada para hallar relaciones entre simbolos y
datos, expresadas en forma de ecuaciones o inecuaciones.

Resolver estas.

. Interpretar las soluciones obtenidas en términos del problema dado,

verificar que tienen sentido, que satisfacen las condiciones del proble-
ma y que este se ha solucionado completamente.

En los dos ejemplos que incluimos a continuacién resolvemos dos proble-

mas siguiendo los pasos antes mencionados.

Ejemplo 2.67. Se debe mezclar 20 litros de una solucién dcida al 30 %

con una segunda solucién dcida al 70 %. Si la mezcla debe ser una solucién

al 60 % {cudntos litros de solucién al 70 % se requieren?

1.

Los datos nos dicen que los 20 litros contienen 30 % de dcido puro, es
decir, contiene 20 x % = 6 litros de dcido puro. De la segunda solu-
cion, de cada 100 litros, 70 deben ser de 4cido. De Ia
solucion final, de cada 100 litros, 60 deben ser de dcido. Debemos
hallar el nimero de litros de la segunda solucién.
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En este caso no elaboramos tabla o esquema alguno.

Usemos x para denotar el nimero de litros al 70 % que se requiere.
Esa es la tinica variable que introducimos.

De acuerdo con los datos tenemos que en los 20 litros al 30 % hay
20 x 13000 = 6 litros de dcido puro.

La segunda solucién, de x litros, contendrd x X % = 1—7090 litros de
acido puro.

La solucién final, que se obtendra de adicionar los 20 litros de la pri-
mera vy los z litros de la segunda contendri en total 20 + z litros y de
ellos contendra (20 + x) x 100 litros de dcido puro.

Asi, tenemos dos expresiones para la cantidad de dcido puro que con-
tendrd la mezcla final. Por una parte, 6 + %x litros que corresponde
al aporte de écido puro de la dos soluciones que se mezclan. Por otra
parte, (20 + x)x 100 (20 + x) litros. Entonces tenemos la siguiente
igualdad 6 + lox (20 + ).

. Resolvemos la ecuacion:

6+1—70x——(20+x)
6+%x—12+2x
lx—gx_m 6
(m—%)x 6
7106 _ 6
=6
x =60

6. 60 es el nimero de litros requerido de la solucién al 70 %.

Comprobamos: la cantidad de dcido puro de la solucién al 70% es
60 x 1/0 = 42 litros. La cantidad de mezcla final es de 20+ 60 = 80 litros los
cuales contendran dcido puro que aportan respectivamente las soluciones al
30% y al 70 %. En total 48 litros. Este ntimero corresponde efectivamente
al 60 % de los 80 litros de la mezcla final.
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Ejemplo 2.68. En tres evaluaciones de una asignatura, un estudiante ha
obtenido estas notas sobre 5.0: 4.0, 3.8 y 3.2. Si €l desea obtener un pro-
medio de, por lo menos, 3.6/5.0 écudl es la menor nota que puede obtener
en la cuarta y ultima evaluacién?

1. Determinar la menor nota admisible en la cuarta evaluacion.
2. En este caso no elaboramos tabla o esquema alguno.

3. Usemos x para denotar la nota de la cuarta evaluacion.

4. El promedio después de la cuarta evaluacién sera

4.0+3.8+3.2+x
-4 - ESC

promedio debe ser, por lo menos, de 3.6, es decir, se debe tener
4.0+3.Ejl+3.2+x > 3.6.

5. Al resolver esta inecuacion tenemos

40+38+32+x
4
11.0+x>14.4

z>14.4-11.0
x >34

> 3.6

6. La nota de la cuarta evaluacién debe ser, por lo menos, de 3.4 sobre
5.0.

Al verificar, el promedio con esta nota serd w = 12‘1—'4 =3.6.

Si la nota de la cuarta evaluacién fuera mayor, el promedio
serd mayor.

Taller 1

1. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o
falso. En cada caso justificar su respuesta.

a) Six es un nimero real diferente de cero y n es un entero posi-

122202\ (1 \?
=4
( 6xn—2 ) (2x2n) X

b) Si a y b son numeros reales diferentes de cero, entonces

(a_2 - b_Q)_l _ab

tivo, entonces

al—p-1 Ca+b’
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¢) Sipy q son nimeros reales diferentes de cero, entonces

plgt T g
(P‘l—q‘l) S p2—¢?

d) Para todo ndmero real z, se tiene que

et +e "t 2_ et —e™* 2_1
2 2 o

P)
. 1
e) Para todo numero real qa, se tiene que (a?) =a.

/) Para todo niimero real a, y todo r y s niimeros racionales posi-
tivos, se tiene que (a")’ = a”*.

g) Siz,yy 2 son nimeros reales distintos de cero entonces

642/35-2/5),-1/3;1/2 B y2/3;
394/5,3/5y-1,-1/2 ~ g

h) Para todo x, y y z nimeros reales distintos de cero, se tiene que

5[—96225y12 25y? ; 9.4
26 ST 3y“zt.

7) Sia y b son nimeros reales positivos, entonces

651 —87,3 )
V56a56-1V108a=3% N
V2lab=®

7) Para todo a y b reales, se tiene que

=12+ G+ 1) =a+b.

k) Para todo nimero real z # 0, se tiene que

[N}

(z—5 _ z—1o)§ _ (" -1) '

<0
[) Para todo x y y nimeros reales, se tiene que

ety + -y =V
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Taller 2

. En cada caso dividir f (x) por p (x)

a) f(x)=272* —8622 +x+9, pa)=3822+x+2
b) f(x)=7x+6, px)=22?-3
o f@=a+zx+1, pa)=a?+1
. Usar divisién sintética para determinar el cociente y el residuo de di-
vidir f (x) por p (x) en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x)=x5—3x2+4x+5, p(x)zx—%
b) f(x) = —4a% - 212° + 2623 - 272, p(x)=x+5
. Usar el teorema del residuo para determinar el residuo de dividir f (x)
por p (x) en cada uno de los siguientes casos:
a) f(x)=22" =82 +42 -2, pa)=x+2
b f@==% - +a+l, pa)=x-3

27 9
¢) f(x) =620+ 1028 — 238 + 4217 - 12, p@)=a-1.

. En cada caso, usar el teorema del factor para demostrar que p (x) es
factor de [ (x):

a) f(x) =629 +102% - 82 + 4217 - 12, p@)=x-1

b) f(x) =42 +4a®-2-1, px)=x+1

¢) f(x)=52'2-20480, p(x)=x-2

d) f(@)=2+3Y, p@)=x+3

e) [ (x) =62 -72%+1, p(x):x—%
. Responder. {Para qué valores de £, f (x) es divisible por el polinomio
lineal p (x)?

a) f(x)=a®—k%2® - 8kx —16,p(x) =x—4

b) f(x) =ka® —172% —dkx +5,p(x) = -5

. Hallar todos los valores de k& para los cuales el residuo de dividir
f(x) = 322 + 4ka® + 6, por x + 2 sea —2.

. Responder. Si se divide f (x) = 22 — 52 + 5, por  — ¢ y se obtiene
como residuo r = —1 da qué es igual ¢?
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Hallar el polinomio f (x) de coeficientes reales y coeficiente principal
1, que tiene el grado y las raices que se indican:

a) grado 4, raices —%, 1,3,-3

b) grado 4, raices —% -3:,0,-3

¢) grado 5, raices -8, 1 +1, 2
Determinar el polinomio f (x) de grado 3 y coeficientes reales que
tenga los ceros indicados y satisfaga la condicién dada:

a) -1,2,8, /(-2) =80

b) _37 _2’ 01 f(_4) =16

¢) —2i,2i,3, f(1)=20

Hallar el polinomio f (x) de grado 7 para el cual =2 y 2 son raices de
multiplicidad 2, 0 es raiz de multiplicidad 8y f/ (-1) = 27.

Para cada uno de los siguientes polinomios hallar todas sus raices y
escribirlo como producto de factores lineales:

212-1

a) 28—z
b) 2t + 2% - 822 —x + 1
¢) 820 + 728 - 1

d) x5 - 64

Taller 3

1. Determinar si cada uno de los siguientes enunciados es verdadero o

falso. En cada caso justificar su respuesta.

@) Paratodos z y y nimeros reales se tiene que (2z + 3y)? =4x2+ 9y2.
2
b (V8-V5+V8+5) = 10.

¢) Paratodo nimero real a se tiene que a®2—2a-8 = (a — 2) (a + 4).

d) Para todos x y y niimeros reales se tiene que
1622 — 9y2 = (4x — 3y)°.

e) Para todos z y ¥ nimeros reales se tiene que
22—y = (z-y) (2% +%).

/) Para todo numero real x se tiene que
2723 — 64 = (8x — 4) (922 + 122 + 16).



h)
i)

k)

)

m)

n)

p)

q)
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Para todos ¢ y s nimeros reales se tiene que
18 — 91252 =12 (1 - 952) = 12 (¢ - 8s) (¢2 + 8s).

Para todo nimero real b se tiene que 6% +64 = (b + 4) (b2 +16).

Para todos x y y nimeros reales se tiene que
42 — Qxy — 6y = (x + y) (4x — 6y).

Para todos m y n nimeros reales se tiene que
6m? — 26m — 20 = (2m — 10) (3m + 2).

Para todos & y y nimeros reales se tiene que

8z — 2y + 5)% = 922 — 12xy + 4y2 + 25.

Para todo nimero real z se tiene que
24 92:249= (22—22+3) (z2+22+3).

Para todos x y y niimeros reales se tiene que
atyt — 8xy = (22y? - 2) (x%y? + 2xy + 4).

Si los denominadores son distintos de cero, se tiene que
y+4 1
(2y+9)y+4 — 2y+1°

. . . . . =2 _ 1
Si los cocientes estdn definidos, se tiene que T e = T

Para todo nimero real x # 0 se tiene que
dax—1 3 _ bx+2
r+x? | ox—2? T 2x
Suponiendo que las fracciones estdn definidas, se tiene que
1 _ %x+h+%
Vb e I
Al dividir el polinomio 2z* — 23y + 22y3 — y* por el polinomio

2 —xy + y? el residuo es 0.

2. En cada caso efectuar las operaciones y simplificar hasta donde sea

posible.
2n+3_2n+7
a) 2n+1_2n+1’
4221524
b) 822-102-3°
¢) 1552+9st—8t2 252 +st—12
3s2451-22 5s2—st—412 |°
d) 22492-8 . 2%+102+24
22-62+8 °  x2-92-8 °
X ) 2
2 e ey el s e Bl ey = B

f)

g)

9x—1 x+3 _ 22-3
2x2—2—6 622 +2-12 8x2-10x+8 "
1.1
1+x }*1'

P

1-22
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3. a) En cada caso racionalizar el numerador.
Va+h—vr
1) ——
IE—\F
2) 1622—y2

3) Va2-3+Va—4

b) En cada caso racionalizar el denominador.
1) —V
Vz+3-Vz+2
2) —>—
V5+V8-v2
3) ==
Va2+9-3

y
Y v+

Taller 4

1. Resolver cada una de las siguientes ecuaciones.

a) 2 y+3 _ 1
y+5b (y+4)(y+5) — 4(y-8)

by y* —10y2+21 =0

¢) 4223 813 +8=0

d) -2t -2=0

e) bx—7Vyx+2=0

[ N =64z +9=0

9 Vor+V6+z=3

D V1 -5x+VI-2=0
DVr-5+Vr-2=1

N V2+3-Vr-2-2=0

k) Vix —3x+V3x -9 =V8z - 14

2. Resolver cada una de las siguientes inecuaciones.

a) bx —4 <8x+3

b) 622+ 10x -4 >0
¢) 222 +8x-8<0
d) 222 +2x-1<0
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e) B-x)(x+2)4x-11)>0

f) 28 < g
R =
h) 25— 5 <2
) 2415S0

7)) 228 —522—2+6<0
3. Resolver cada una de las siguientes inecuaciones.

o 251 < 1
b) 6 - 2x| > 8

) 3<|20-3| <7

d) |5 <4

o) |$57] > 2

Dzl >l -1

g 12-lx+1] <1

h) lt=3|+|r+3| <18

i) |72+ 3|+ |3 —x| = 6]x+ 1]

4. Responder. Para qué valores de k la desigualdad
(k2 - 1) 22+ 2k -1)xz+2 > 0 es verdadera para todo x € R.

Taller 5

1. Se desea enchapar el corredor de ingreso de un apartamento de 60 cm
de ancho por 4, 8 m de largo, utilizando solamente baldosas comple-
tas. En el mercado se encuentran tres clases de baldosas de las siguien-
tes caracteristicas:

a) Baldosas de 30 x 30 cm, empacadas en cajas de 11 unidades a
precio de $35 800 por caja, y admite devolucién hasta de dos
baldosas a $3000 cada una.

b) Baldosas de 20 x 20 e¢m, empacadas en cajas de 25 unidades a
precio de $36 000 por caja, y admite devolucién hasta de cua-
tro baldosas a $1200 cada una.
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¢) Baldosas de 25 x 20 cm, empacadas en cajas de 20 unidades a
precio de $30 000 por caja, y admite devolucién hasta de dos
baldosas a $2000 cada una.

{Cudntas baldosas de cada tamafio se necesitan para hacer el enchape?
{Cudl es el enchape mds econémico y cudnto cuesta?

. En un examen aplicado a 200 estudiantes, % obtuvieron como califi-

cacién mads de 4 (sobre 5), y % de los restantes obtuvieron calificacién
entre 3 y 4. {Cudntos estudiantes perdieron la prueba?

. Un empleado recibe un aumento del 10% en un mes y al siguien-

te mes le reducen el salario en un 10 7% {Cuadl era el salario original
mensual si después del aumento y la reduccién recibié $198000?

. Juan vende su bicicleta y su calculadora en $120000 cada una. Si en

la bicicleta perdio el 20 % del costo y en la calculadora gané el 20 %
del costo, {Cudnto gané o perdié en total?

. Individualmente, Jairo puede realizar un trabajo en 3 horas y Pedro

puede realizarlo en 4 horas. {En cudnto tiempo lo realizardn si traba-
jan juntos?

. La administracién de un parque natural estimé el ndmero total de

individuos de cierta especie usando la técnica de captura-marca-
recaptura. Inicialmente marcé y liberé 100 individuos. Tres meses
después cuando los individuos estaban suficientemente mezclados,
capturé 100 individuos y entre ellos encontré 4 marcados. Si supo-
nemos que la proporcién de individuos marcados en la segunda
muestra es igual a la proporcién de individuos marcados en la po-
blacion total, {cudl es la poblacién total de dicha especie?

. Un ganadero vendié parte de un lote de ganado en 385 millones y el

resto en 16 millones. Si en el primer grupo habia el doble de reses
que en el segundo, y vendié cada res del primer grupo en $75 000
mas que cada res del segundo, {cudntas reses habia en cada grupo?

. Luis empieza a jugar con cierta cantidad de dinero. Primero, gana

una cantidad igual a la que tenia al comenzar el juego; después, pierde
$80, mds tarde pierde los % de lo que le queda y, finalmente, pierde el
resto que le queda que es igual a los % de la cantidad con que empezé

a jugar. {Con cudnto dinero empezé Luis el juego?
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. Si el mayor de dos enteros cuya suma es 88 se divide por el mds pe-
quefio, el cociente es 5 y el residuo es 10, icudles son los nimeros?

Las notas de un estudiante son 28, 32, 40 y 20. Si el examen final
vale el 80%, {qué nota debe obtener el estudiante en el examen
para que su nota definitiva sea 35?

Una ldmina metdlica de 16 cm de anchura se dobla para hacer una
artesa abierta de seccién transversal rectangular de 80 cm? de drea.
Hallar la profundidad y anchura de la artesa. {Cudntas soluciones hay?

Un tridngulo rectingulo de 210 m? de drea tiene un perimetro de
70 m. Hallar los lados del tridngulo.

Se puede llenar una piscina mediante dos mangueras en 4 horas. Si se
usan las dos mangueras separadamente, la mds pequefia gasta 6 horas
mas que la mads grande en llenar la piscina. {En cudnto tiempo se llena
la piscina si se usa solo la mds pequena de las mangueras?

Una barra metdlica contiene un 20 % plata y una segunda barra un
12 %. éCudntos kilos de cada una deben tomarse para fabricar una
barra de 40 kilos que contenga un 14, 5 % de plata?

Dos ciudades A y B estdn separadas por 360 km. Ala 1 p. m. parte un
carro de A hacia B viajando con velocidad uniforme. Una hora mas
tarde parte un carro de B hacia A y viaja con una velocidad mayor
en 15 km/h que la del primero. Si los dos carros se encuentran en
la mitad del camino entre las dos ciudades, écudl es la velocidad del
primer carro?

Un grupo de estudiantes alquila por $8000 un aparato para realizar
un experimento, pagando el costo en partes iguales entre ellos. Una
semana mds tarde el grupo alquila nuevamente el aparato pero falta-
ron 10 estudiantes y los restantes tuvieron que pagar $40 adicionales
por el alquiler. ¢Cudntos estudiantes formaban el grupo?

Dos hombres trabajando juntos hacen un trabajo en 6% horas. Los
hombres empiezan a trabajar juntos, uno de ellos se enferma 3 ho-
ras después y el otro termina el trabajo laborando 8% horas mds. {En
cudnto tiempo hace cada hombre el trabajo si laborara solo?

Una persona pone a rentar $110 000, parte a cierta tasa de interés y
parte a otra tasa, y cada parte le produce el mismo rendimiento. Si la
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primera parte se coloca a la tasa de la segunda y la segunda a la tasa de
la primera rentan $2800 y $2000, respectivamente. Hallar el valor
de las dos partes y de las dos tasas.

Problemas que implican desigualdades

Una agencia de alquiler de autos cobra $200 000 semanalmente, mds
$50 por cada km de recorrido. Describir mediante una desigualdad
el costo semanal para una persona que planea recorrer entre 1800 y
2300 km en su semana de vacaciones.

Un inversionista tiene $10 000 ddélares invertidos al 8 %, y tiene la
oportunidad de invertir mads dinero al 15 %. Hallar la cantidad adicio-
nal que debe invertir para que su rendimiento total sea mayor del 12 %.

Si el perimetro de un lote rectangular es menor que 300 m, y su lon-
gitud es de 80 m, {cudl es es ancho del lote?

Un platero desea obtener una aleacién que contenga entre el 72% y
el 75 % de plata. Determinar las cantidades minima y mdxima de una
aleacion de plata al 80 % que deban combinarse con una aleacion de
plata al 65 % con el fin de tener 80 gramos de la aleacién requerida.

Responder. iCudl es la cantidad minima de alcohol puro que debe
agregarse a 24 litros de una solucién de alcohol al 20 % para obtener
una mezcla que tenga al menos 30 % de alcohol?

El interior de una pista de carreras de longitud 500 m, consta de un
rectangulo con semicirculos en dos lados opuestos. Hallar las dimen-
siones que hacen midxima el drea del rectangulo.

Un fabricante de cuadernos calcula que puede vender 4800 al mes a
$2800 cada uno y que si rebajase el precio podria vender 400 mads
mensualmente por cada rebaja de $100. Si cada cuaderno le cuesta
al fabricante $1200, éa qué precio debe vender cada cuaderno para
obtener la maxima ganancia?

. El propietario de un huerto de manzanas calcula que si siembra 24 dr-

boles por acre, entonces cada drbol adulto dard 600 manzanas al afio.
Por cada 3 drboles mds que se planten por acre el nimero de manza-
nas que produce cada drbol disminuye en 12 al afio. {Cudntos drboles
se deben plantar por acre para obtener el mayor nimero posible de
manzanas al afio?
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341. Introduccion historica

Desde sus origenes como una herramienta para describir y medir figuras,
la geometria ha desarrollado un gran nimero de teorias y métodos con
los cuales se pueden construir y estudiar modelos tanto del mundo fisico,
como de otros fenémenos del mundo real. El estudio de las magnitudes,
por ejemplo, constituye parte fundamental de la vida cotidiana y es bdsico
en las ciencias naturales. Continuamente nos encontramos, ademds, con re-
presentaciones planas de objetos espaciales que aparecen en los dibujos y en
las imdgenes y estas deben ser analizadas y usadas para construir objetos. La
geometria es una valiosa herramienta tanto para construir representaciones
visuales de conceptos y procedimientos de otros dominios de las matemati-
cas y de otras ciencias, como para desarrollar pensamiento y comprension.

La geometria es un punto de encuentro de la matematica como teoriay la
matemadtica como fuente de modelos. Es en la actualidad una
herramienta con aplicaciones en estudios tradicionales como en campos in-
novadores: graficos computarizados, procesamiento de imdgenes, patrones
de reconocimiento, robética e investigacién de operaciones. Es pues una
herramienta manipulativa, intuitiva, deductiva y analitica.

Pero, éic6mo fueron realmente los inicios de esta importante rama de la
matemadtica? Resefiaremos a continuacién algunos apartes de las primeras
fases de su desarrollo.

La historia nos ensefia que el desarrollo de cualquier rama de la mate-
mitica se ha llevado a cabo de una manera gradual. Frecuentemente han
sido necesarias varias décadas y atin cientos de afios de esfuerzos antes de
conseguir un avance importante y, en muchas ocasiones, lo que se consi-
gue es simplemente un punto de partida para desarrollos mds completos
y avanzados. Esto sucedid, desde luego, con el desarrollo de la geometria.
En sus inicios, aproximadamente 3000 afios a. C., en las culturas egipcia y
babilénica se encuentran los primeros rasgos de su desarrollo.

En Babilonia no se constituy6 realmente como una rama independiente
de la matematica. Se estudié en conexién con problemas practicos, pero aun
algunos de estos problemas, como los de reparto de terrenos o
construccién (que en nuestros dias se relacionan con la geometria y la medi-
cién), se transformaban usualmente en problemas aritméticos o algebraicos.
Calcularon dreas de figuras planas sencillas y volimenes de sélidos simples
usando algunas reglas o férmulas, que en la actualidad no se consideran
del todo correctas, pero que posiblemente les proporcionaban aproxima-
ciones que les permitieron resolver interesantes problemas de aplicacién. Es
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importante destacar que conocian la relacién pitagérica, usaban la semejan-
za de tridngulos y la proporcionalidad y utilizaron una muy buena
aproximacion del nimero irracional 7 para determinar el drea del circulo.

Los egipcios no establecieron separacién entre aritmética y geometria.
En los papiros se encuentran problemas en los que integran los dos
dominios. Ellos, como los babilonios, consideraron la geometria como una
herramienta practica. Un historiador muy importante de la antigiiedad,
Herédoto, nos dice que la geometria egipcia tuvo su origen en un problema
préctico que le interesaba resolver al pueblo egipcio: las cosechas se perdian
cuando se crecia el rio Nilo. La solucién estaba entonces en trazar los lin-
deros de los terrenos cultivados para que no se perdiera la cosecha. Tenian,
como los babilonios, algunas férmulas para calcular dreas de rectdngulos,
de tridngulos, de trapezoides y de circulos, y férmulas para determinar vo-
limenes de cubos, cilindros y otros sélidos sencillos. Las reglas planteadas
no aparecen expuestas en simbolos: enunciaban los problemas verbalmen-
te pero su procedimiento para resolverlos era esencialmente el mismo que
usamos nosotros cuando calculamos siguiendo una férmula. A pesar de que
algunas de ellas no resulten hoy correctas, les proporcionaron importan-
tes elementos. Las pirdmides representan en esta cultura una sorprendente
aplicacion de la geometria. En la construccién de cada una de ellas se puso
especial cuidado en seleccionar forma y dimensién de las bases y en escoger
las dimensiones relativas adecuadas. Es importante destacar, ademads, que
los egipcios combinaron sus conocimientos de astronomia y de geometria
para construir sus templos y pirdamides.

En la historia de las civilizaciones los griegos alcanzaron una posicién
destacada y en la historia de la matemdtica su época fue una de las mds
brillantes. La contribucién griega a la geometria plana y del espacio, a la
trigonometria, a la teoria de nimeros, la ampliacién del dlgebra y la aritmé-
tica de los babilonios y egipcios es enorme. A pesar de que la civilizacién
griega se remonta al 2800 a. C. y duré aproximadamente hasta el 600 en la
historia de la matemadtica griega solo se distinguen dos periodos: el clasico,
del 600 al 300 a. C., y el helenistico, del 300 a. C. al 600. Precisamente,
entre finales del periodo cldsico e inicios del helenistico se ubican dos de las
contribuciones mds importantes de los griegos: Elementos de Euclides y Cé-
nicas de Apolonio, alli estd la fuente original de gran parte de los conceptos
de geometria que hoy estudiamos en las aulas.

Euclides vivié y ensefio en Alejandria alrededor del afio 300 a. C.,
Elementos es sin duda su obra mds famosa, es considerada la primera fuen-
te de conocimiento matematico y ha influido como ningun otro libro en el
derrotero de las matemadticas. Estudidndola se aprendié el concepto mis-
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mo de matematica, la nocién de demostracién y la ordenacién légica de
los teoremas. Su contenido determiné realmente el curso del pensamien-
to matematico posterior. Elementos consta de trece libros. Los libros del 1
al 1v tratan sobre las propiedades bdsicas de las figuras (triangulos, cuadra-
dos, pentdgonos, hexdgonos regulares), los teoremas sobre congruencia y
paralelismo vy el teorema de Pitdgoras. En el 1 Euclides incluye definiciones
iniciales, bdsicas para el trabajo en geometria, entre las que se destacan las
de recta, circulo, paralelas y paralelogramo, y presenta ademads cinco postu-
lados considerados como verdades incuestionables, que sirven de base para
la construccion de la llamada geometria euclidiana, rama que usualmente
trabajamos en las aulas. En el libro v trabaja la teoria de proporciones entre
magnitudes. En el vi las figuras semejantes y, ademds, presenta lo que hoy
podriamos entender como una generalizacién del teorema de Pitdgoras. En
los libros vi1, vi y 1X se dedica a trabajar en términos geométricos lo que
hoy conocemos como teoria de los nimeros (clasificacién de irracionales) y
en los libros x1, X1 y xmt plantea la geometria de los sélidos y sus volumenes.

Apolonio (287 - 212 a. C.), en su obra maestra el tratado sobre las céni-
cas, desarrolla elementos fundamentales que hoy retomamos en los cursos
de geometria analitica. Basta decir aqui que fue conocido en su época, co-
mo: “el gran geémetra”.

Del 287 al 212 a. C. vivié en Alejandria el considerado como el mayor
matemadtico de la antigiiedad: Arquimedes. Sus trabajos en matematicas in-
cluyen el cdlculo de dreas y volimenes y, por el método de aproximaciones
sucesivas y el cdlculo del nimero 7. Sus trabajos geométricos representan
el punto mas alto de la matemadtica greco alejandrina. En sus razonamientos
usa teoremas de Euclides y sus demostraciones estdn perfectamente argu-
mentadas.

3.2. Geometria plana

3.2.1. Puntos, rectas, rayos y segmentos

Siguiendo la tradicién de la geometria euclidiana, consideraremos en este
escrito el punto, la recta y el plano como términos indefinidos.

Los objetos fisicos sugieren las ideas de puntos, rectas y planos. Por ejem-
plo, la marca que deja la punta de un ldpiz en una hoja de papel nos da la
idea intuitiva de punto. Una hoja de papel, pensando que se extiende infini-
tamente, nos da la idea de plano. A su vez, los bordes de una hoja de papel
extendidos infinitamente nos sugieren la idea de recta. Las nociones intui-
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tivas de punto, recta y plano y sus posibles descripciones nos permitirdn
usarlos en la reconstruccién de algunos elementos de la geometria euclidia-
na, que muy seguramente ya han sido trabajados en la educacién bdsica.
Asi, tomando estos términos como puntos de partida, podemos recordar
unas primeras nociones importantes:

= Una figura es un conjunto de puntos.
= Fl espacio es el conjunto de todos los puntos.

= Tres o mds puntos son colineales si, y solo si, ellos estdn sobre la mis-
ma recta.

= Cuatro o mds puntos son coplanares si, y solo si, ellos estdn en un
mismo plano.

Las figuras que estdn en un plano tales como cuadrados, circulos y tridn-
gulos son bidimensionales (tienen dos dimensiones, figura 8.1). Las esferas,
cajas, cubos y los objetos reales son figuras tridimensionales (tienen tres di-
mensiones, figura 3.2).

Figura 3.1.

Figura 3.2.

Diferentes maneras de describir los puntos y las rectas han dado origen a
distintas geometrias. En la geometria euclidiana, por ejemplo, un punto se
describe como una localizacién y en la geometria analitica un punto es un
par ordenado de nimeros. Para hacer mas clara la descripcion de los puntos
y las rectas se plantean los postulados, que ademds de servir para explicar
los términos indefinidos sirven de punto de partida para deducir y probar
otros enunciados. Los postulados en la geometria euclidiana, que como lo
comentamos en la seccién anterior planteé Euclides en los Elementos pueden
ser resumidos de la siguiente manera:
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Postulados:

» Dos puntos determinan una recta. A través de cualesquiera dos puntos,
pasa exactamente una recta.

s Una recta contiene infinitos puntos.

» Dada una recta en un plano, existe por lo menos un punto en el plano que no
estd en la recta.

» Dos rectas diferentes se intersectan a lo mds en un punto.
» Todo plano contiene al menos tres puntos que no estdn alineados.

» Si dos puntos de una recta estdn en un plano, entonces la recta estd contenida
en el mismo plano.

» Tres punios cualesquiera estdn al menos en el mismo plano v tres puntos cua-
lesquiera no alineados estdn exactamente en un mismo plano.

s Dado un plano en el espacio, existe al menos un punto en el espacio que no
estd en el plano.

De los postulados anteriores se derivan definiciones, teoremas y carac-
terizaciones que permitirdn posteriormente solucionar problemas.

Definicién 8.2.1. Dos rectas que estdn en un mismo plano son paralelas,
si, y solo si, ellas no tienen puntos en comun.

Sefialamos los puntos con letras mayusculas A,B,C, ... (figura 3.3). La
recta que contiene a los puntos A y B se nota ;4_)3 y algunas veces con letras

. . . H H . .
minusculas, como por ejemplo [. Si AB y CD son rectas paralelas, escribi-

)
mos AB||CD.

A B
—eo——o——> |/

Figura 3.3.

Postulado:

En un plano, por un punto exterior a una recta pasa una snica recta paralela.

Ya tenemos alguna familiaridad con los nimeros reales y su represen-
tacién en una recta numérica (seccién 1.5). La distancia entre dos puntos
podemos medirla por medio de una regla ordinaria, para esto basta esta-
blecer una unidad de medida. Si convenimos en elegir una unidad, para
cualquier par de puntos A4 y B, habrd un ndmero que nos diga cuanto dista
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A de B. Expondremos esto en forma mds precisa, enunciando enseguida un
postulado.

Postulado:

A cada par de puntos diferentes le corresponde un winico niimero positivo llamado
la distancia.

Si los puntos son 4 y B, entonces, indicaremos la distancia por AB. Ad-
mitimos la posibilidad de que A = B, es decir, de que 4 y B sean el mismo
punto; en tal caso, AB = 0. Es necesario anotar que la distancia no depen-
de del orden en el que se consideren los puntos. En consecuencia, siempre
tenemos que AB = BA.

Teniendo en cuenta las discusiones dadas en capitulos anteriores, po-
demos establecer una correspondencia entre los puntos de una recta y los
numeros reales de tal manera que a cada punto de la recta corresponde exac-
tamente un nimero real y reciprocamente, a cada nimero real corresponde
exactamente un punto de la recta. La distancia entre dos puntos cualesquie-
ra es el valor absoluto de la diferencia de los niimeros correspondientes.

Una correspondencia como la descrita en el postulado anterior se lla-
ma un sistema de coordenadas y el niimero correspondiente a un punto se
llama la coordenada del punto.

Es evidente el significado de la palabra entre. Sin embargo esta admite
una definicién precisa, la cual se enuncia a continuacién.

Definicién 38.2.2. Dados los puntos 4, By C, se dice que B estd entre A
y C, si A, By C son puntos distintos de una misma rectay AB + BC = AC

(higura 3.4).

& — &>
A B C

Figura 3.4.

Definicién 3.2.3. El segmento (o segmento de recta) con puntos ex-
tremos A y B, notado AB, es el conjunto formado por los puntos 4y By
por todos los puntos ubicados entre ellos dos. La longitud del segmento AB
(notada AB) se define como la distancia entre 4 y B (figura 3.5).

A B
e ————

Figura 3.5.

__Definicién 3.2.4. Un punto B se llama punto medio de un segmento
AC,si Bestientre Ay Cy AB = BC.
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Naturalmente, todo segmento tiene un punto medio y decimos que este
biseca al segmento. Dos segmentos con la misma medida se llaman seg-
mentos congruentes. Asi, 4B y DE son congruentes si AB = DE y, en tal
caso, se escribe AB = DE.

Definicién 3.2.5. El rayo con punto extremo o punto inicial 4 y que

—
contiene un punto B, que notaremos AB, consiste en todos los puntos sobre
el segmento AB y todos los puntos que cumplen que B estd entre ellos y 4

(figura 3.6).
»
Muntos para los que B se

ubica entre ellos y A

Figura 3.6

) — —
Si A estd entre By C, entonces AB y AC se llaman rayos opuestos.

3.2.2. Angulos

Definicién 3.2.6. Un dngulo es la unién de dos rayos que tienen el mismo
punto inicial. Los dos rayos se llaman los lados del dangulo y el extremo
comun se llama vértice. Si los rayos son A_B> y /ﬁ, entonces el dngulo se
denota /BAC o 1CAB (figura 3.7).

Se dice que un punto D estd en el interior de ZBAC, si D y B estdn del
mismo lado de la recta% y Dy C estdan del mismo lado de la recta /ﬁ Se
dice que un punto E estd en el exterior de /BAC si no estd en dicho dngulo
ni en su interior. En la figura 3.7 D es un punto del interior de /ZBAC y E
es un punto exterior.

ok

Figura 3.7

e Medida y clasificacién

La medida de un dngulo indica la abertura del interior del dngulo. Para
medirlo, inicialmente, la unidad de medida que se toma es el grado. Para
indicar que se hace referencia a la medida se acostumbra a escribir mZBAC.



114 e« Geometria

90°

10
180°

270°

Figura 3.8.

Aunque en la subseccion 8.2.5. estudiaremos la circunferencia, supone-
mos que se tiene algin conocimiento de ella. Un dngulo de un grado (1°)
estd determinado por la divisién de una circunferencia en 860 partes iguales
y dos radios que unen el centro con dos puntos consecutivos de la divisién.
Entonces la circunferencia completa tiene 360° (figura 3.8).

Recordemos que, asi como medimos segmentos con una regla, medimos
los dngulos con un transportador. El nimero de grados de un dngulo es su
medida. Si hay x grados en el ZBAC, entonces escribimos m/BAC = z°.

En general, para el estudio de la geometria, solo se consideran dngulos
cuyas medidas estén entre 0 y 180 grados. Para el estudio de la trigonome-
tria se consideraran dngulos de medidas mayores. En este punto, es nece-
sario advertir, que cuando no haya lugar a confusién, en algunos apartes se
omite el simbolo usado para notar los grados.

Todo dngulo tiene una tinica medida, que nos permite clasificarlo. Si se
considera como unidad el grado, en el rango entre 0° y 180°, la clasificacién
usual es la siguiente:

Si m es la medida de un dngulo, el dngulo es agudo si, y solo si,
0 < m < 90; el dngulo es recto si, y solo si, m = 90; es obtuso si, y so-
lo si, 90 < m < 180 y es llano si, y solo si m = 180 (figura 3.9).

L[Nl

Angulo agudo Angulo recto Angulo obtuso Angulo llano

Figura 3.9.
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Si D estd en el interior de ZBAC, entonces m/BAC =m/BAD+m/DAC
(figura 3.10).

A C

Figura 3.10.

Ejemplo 3.1. En la figura 8.11, determinar: m2CPD

Figura 3.11.

Pensando a P como centro de un circulo, podemos afirmar que:
m/CPD = 360° — (90° + 45° + 80°) = 145°.
Definicién 3.2.7. Si la suma de las medidas de dos dangulos es 180°,

entonces decimos que los dngulos son suplementarios y que cada uno es el
suplemento del otro.

Ejemplo 3.2. Sabiendo que la medida m de cierto d@ngulo es un cuarto
de la medida de su suplemento, determine m. Si m es la medida del dngulo,
su suplemento tendrd medida 180 — m. Teniendo en cuenta la relacion:

m= %(180—771)
4m =180 —m
dm =180

m = 30.

Definicién 8.2.8. Sila suma de las medidas de dos dngulos es 90°, deci-
mos que los dngulos son complementarios y que cada uno es el
complemento del otro.

— — ) —
Si AB y AC forman un dngulo recto, entonces se dice que 4B es per-

. — —_ — )
pendicular a AC y se denota AB L AC. Ademds, se dice que dos rectas son
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perpendiculares si forman un dngulo recto. Empleamos la misma notacién
anterior para indicar que dos rectas son perpendiculares.
— —
En la figura 8.12, el 2ZABC es recto, r L sy BA L BC. Notemos el
simbolo usado en la figura para indicar un dngulo recto.

G

Figura 3.12.

Si dos rectas coplanares r y s son perpendiculares a la misma recta, en-
tonces son paralelas (figura 3.13).

Figura 3.13.

En un plano, si una recta es perpendicular a una de dos rectas paralelas,
entonces es perpendicular a la otra.

Se dice que dos dngulos son congruentes si tienen la misma medida.
Asi, ,ABC y /DEF son congruentes si m/ABC = m/DEF y en tal caso lo
notamos /ABC = /DEF.

Dos dngulos rectos cualesquiera son congruentes. Si dos dngulos son a la
vez congruentes y suplementarios, entonces cada uno de ellos es un dngulo
recto. Notemos que los suplementos de dngulos congruentes son congruen-
tes y que los complementos de dngulos congruentes son congruentes.

Definicién 8.2.9. Dado 2£4BC y un punto interior D de £ABC, se dice
—
que AD es la bisectriz del ZABC, sim/ABD = m/DBC.

Ejemplo 3.3. Si en la figura 3.14, BD biseca el angulo ZABC vy si
m(DBC = b5x — 11 ym/ABD = 2x + 25, encontrar m/ABC.
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B
A_~49°u9\C

D

Figura 3.14.

m/DBC =m/ABD

Sbx—11=2x2+25
3x = 36
x=12.

Sustituyendo x, se tiene que:

m/DBC = 5(12) - 11 = 49
m/ABD = 2(12) + 25 = 49

De donde mzABC = 98.
Dependiendo de sus posiciones, los dngulos también tienen nombres
especiales:

—_— - —

Definicién 3.2.10. Si 4B y AC son rayos opuestos y AD es otro ra-

yo cualquiera, entonces, se dice que ZBAD y /DAC forman un par lineal
(figura 3.15).

B A C

Figura 3.15.

En la figura 8.15, zBAD y 1DAC forman un par lineal.

Si dos dngulos forman un par lineal, entonces son suplementarios. No-
temos que dos dngulos pueden ser suplementarios sin que formen un par
lineal.

Definicién 3.2.11. Dos dngulos no nulos y no llanos se dicen dngulos
adyacentes, si tienen un lado comun y no tienen puntos interiores comunes.
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@) A

Figura 3.16. Los dngulos ZCOB 'y /BOA son adyacentes.

Cuando dos rectas se intersectan determinan 4 dngulos. Cada par de dn-
gulos no adyacentes, se dice opuesto por el vértice, lo cual se expresa en la
siguiente definicién:

Definicién 8.2.12. Dos dngulos no llanos se dicen opuestos por el
vértice, si al unir sus lados se determinan dos rectas. En otras palabras, dos
angulos son opuestos por el vértice, si sus lados forman dos pares de rayos
opuestos.

Figura 3.17.

En la figura 3.17, los dngulos 8 y 5 son opuestos por el vértice y cada uno
de ellos forma un par lineal con el dngulo 6. Entonces podemos afirmar que:
mi3 + m/i6 = 180° v msb + ms6 = 180°, entonces
mi3 +ms6 = ms5 + m/6. De esto se concluye que m/38 = mzs5 y es-
to muestra un resultado importante: si dos dngulos son opuestos por el
vértice entonces tienen la misma medida y por tanto son congruentes.

Ejemplo 3.4. Determinar la medida de los dngulos 1, 2 y 3 en la figura
3.18, sabiendo que la medida de ZAEB = 62°.

Figura 3.18.
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Puesto que /DEC y /AEB son opuestos por el vértice, se tiene que
m/2 = 62°. Ahora, dado que LAEB y /BEC forman un par lineal, ellos
son suplementarios, por tanto m/1 = 180° — 62° = 118°. Como ademads
los dngulos 1 y 3 son opuestos por el vértice entonces m/3 = 118°.

» Rectas paralelas, dngulos correspondientes y dngulos alternos
internos

Consideremos los dngulos que se forman cuando dos rectas, m y n, son cor-
tadas por una tercera recta [ llamada una transversal. Se determinan 8 4n-
gulos, cuatro determinados por m y [ y cuatro determinados por n y [. Cual-
quier par de dngulos en posiciones similares con respecto a la transversal y
a cada recta, es llamado par de dngulos correspondientes.

Figura 3.19.

En la figura 3.19, pares de angulos correspondientes son 1y 5,2y 6,3y
7,4y 8. Los dngulos 8 y 5, y 4 y 6 reciben el nombre de alternos internos.

Sim y n son rectas paralelas cortadas por una transversal [, entonces las
parejas de dngulos correspondientes resultan congruentes vy, por lo tanto, las
pareja de dngulos alternos internos resultan congruentes.

Por ejemplo, en la figura 8.20, asumiendo que m y n son paralelas, los
angulos 2 y 6 son congruentes y también lo son los dngulos 3 y 5.

Figura 3.20.
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Es necesario anotar que el reciproco de la afirmacién anterior es cier-
to. Es decir, si dos rectas cortadas por una transversal determinan d@ngulos
correspondientes congruentes o dngulos alternos internos congruentes, en-
tonces dichas rectas resultan paralelas.

En este punto es conveniente aclarar algunos aspectos relacionados con
las graficas y algunas cuestiones de notacién, que serdan consignados en las
siguientes notas.

Nota: existen limites para la informacién que podemos suponer cuando
se presenta un dibujo. Por ejemplo, dada la figura 3.21, podemos asumir:

= Colinealidad de los puntos que aparecen marcados sobre la recta. E,
D, By C estan todos sobre la rectam y D estd entre By E.

= Interseccion de las rectas en un punto dado. m y [ se intercectan en
el punto B.

= Puntos en el interior de un dngulo, sobre un lado, o en el exterior
del dngulo. Por ejemplo, F' estd en el interior del ZABC, G estd en el
exterior y A estd sobre el lado.

n m

Figura 8.21.

No se puede asumir:

= Colinealidad de tres o mds puntos que no estin dibujados sobre la
recta. Por ejemplo, no se puede asumir que F estd entre 4y C.

= Paralelismo entre rectas. No se puede asumir, por ejemplo, que
m || n, si no se dice explicitamente en el enunciado del problema.

= Medida de dngulos y longitud de segmentos. Por ejemplo, no se pue-
—
de asumir que BF bisecte a £ABC o que DE = DB.
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Para asumir informacién como ésta, acerca de una figura, debe ser espe-
cificada en el enunciado del problema.

Notas:

1. Al comparar dos figuras, es usual usar algunas marcas para indicar
lados o dngulos congruentes. Por ejemplo, en el par de graficas que se
muestra en la figura 3.22, se tiene que:

A S
E
c Ve
D R
Figura 3.22.
» BF = MT.
= CD = NR.

s /FBC = /TMN.
= /BCD = /MNR.

2. En algunos casos, si no hay lugar a confusién, se omiten las unidades

de medida.

3.2.3. Triangulos: congruencia y semejanza

e Conceptos bisicos

Definicién 3.2.13. Si 4, B y C son tres puntos cualesquiera no ali-
neados, entonces la reunién de los segmentos AB, AC y BC se llama un
triangulo, y se simboliza A4BC.

C

Figura 8.23.

__Los puntos 4, By C (figura 3.23) se llaman vértices y los segmentos AB,
AC y BC se llaman lados. Los angulos /zBAC, /ABC y /ACB se llaman los
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angulos del tridngulo; en ocasiones designaremos a dichos dngulos como
(A, /By (C.

Se dice que un lado de un tridngulo estd comprendido entre dos dngulos
si sus extremos son los vértices de dichos dngulos. Se dice que un dngulo de
un tridngulo estd comprendido entre dos lados si su vértice es el extremo
comun de dichos lados.

Por ejemplo, en el tridngulo ABC de la figura 8.23, el lado AC estd com-
prendido entre los dngulos 24 y /C; por su parte, el dngulo B estd compren-
dido entre los lados AB y BC.

Definicién 3.2.14. El perimetro de un tridngulo corresponde a la suma

de las medidas de sus lados.
Considerando algunas relaciones entre los lados de un tridngulo surgen
las siguientes definiciones:

Definicién 3.2.15. Un tridngulo equildtero es aquel que tiene sus tres
lados congruentes. Un tridngulo isésceles es aquel que tiene al menos dos
de sus lados congruentes. Un tridngulo escaleno es aquel que no tiene un
par de lados congruentes.

Equildtero Isésceles Escaleno

Figura 3.24.

De las definiciones anteriores, se puede deducir que un tridngulo es isés-
celes si, y solo si, tiene al menos dos dngulos congruentes. Por lo tanto, un
triangulo es equildtero si, y solo si, sus tres dngulos son congruentes.

Teniendo en cuenta las medidas de los dngulos en un tridangulo, aparece
la siguiente definicién:

Definicién 3.2.16. Un tridngulo es llamado rectdngulo, si tiene un dn-
gulo recto; el lado opuesto al dngulo recto se llama hipotenusa y los otros
dos lados son llamados catetos. Un tridngulo acutangulo es aquel que tie-
ne los tres dngulos agudos. Un tridngulo obtusangulo es aquel que tiene un
angulo obtuso.

Definicién 3.2.17. Un tridangulo equidngulo es aquel que tiene sus tres
angulos congruentes.

Asi, un tridngulo es equildtero si, y solo si, es equidngulo.

Nota: algunos aspectos de las lineas notables en un triangulo, como las
medianas, bisectrices y mediatrices serdn estudiadas en los talleres propues-
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tos: las medianas se consideran en el taller 3, ejercicio 9, y las bisectrices y
mediatrices se presentan en el taller 6, ejercicios 10 y 12 respectivamente.

Teorema 3.2.1. La suma de las medidas de los dngulos de un tridngulo
es 180°.

Demostracion. Dado el tridngulo ABC (figura 3.25), debemos probar
que mzA +m/B +msC = 180. Dibujamos BD, con B(_)D||1(4_C)' Existe sola-
mente una recta que cumple esta condicién. Se tiene por adicion de dngulos
que:msl +ms2+ms3 = 180°. Dado que las rectas son paralelas, por pro-
piedad de dngulos alternos internos entonces mz1 = m/A ym/3 = m/C'y,
ademds, /2 = /B. Sustituyendo se obtiene que m/A +m /B +m/C = 180°.

B D
2
A
A C 57 C
Figura 3.25.

Ejemplo 3.5. Si en el tridngulo ABC de la figura 3.26, las medidas de
los dngulos estdn en razén 1 : 2 : 8. Determinar las medidas de los dngulos.

C

Figura 3.26.

Que las medidas de los dngulos estdn en razon 1 : 2 : 3 significa que para
algin nimero real , si £° es la medida de uno de los angulos en grados, las
otras medidas son 2z° y 3x°. Si aplicamos el teorema anterior tenemos:
mlA +msB +m/C = 180° entonces, 2° + 22° + 3x2° = 180° De donde
6x° = 180°, x° = 30°. Los dngulos del tridngulo tienen en consecuencia
medidas 30, 60 y 90 grados.

e Desigualdades en un triangulo

En un tridngulo, la suma de las medidas de dos de sus lados es mayor que
la medida del tercer lado. Esta se conoce como la desigualdad triangular.

En un tridangulo, a mayor dngulo, se opone mayor lado y reciprocamente
a mayor lado se opone mayor dngulo.



124 o Geometria

En un tridngulo, un dngulo exterior es un dngulo formado por uno de
sus lados y la prolongacion de otro de sus lados. Por ejemplo, en la figura
3.27, el dngulo CBD es exterior al tridngulo ABC.

C

B D
Figura 8.27.

Puesto que la suma de las medidas de los dangulos de un tridngulo es 180,
se tiene que la medida de un dngulo exterior de un tridngulo es igual a la
suma de las medidas de los dngulos interiores no adyacentes. Por ejemplo,

en la figura 8.27, m/CBD = m/CAB + m/BCA.

e Congruencia de triangulos

Intuitivamente dos figuras geométricas son congruentes si tienen la mis-
ma forma y el mismo tamafio. Esta observacion referida al caso de los
triangulos, estaria diciendo que dos tridngulos son congruentes si uno de
ellos puede superponerse en el otro, de tal manera que sus lados y dngulos
coincidan.

Si AABC es congruente con ADEF, escribimos AABC = ADEF . Puesto
que un tridngulo se puede notar de seis formas distintas, existen 36 maneras
de expresar que dos tridngulos son congruentes. Ahora, al adoptar la escri-
tura AABC = ADEF estaremos significando que se verifican las siguientes
relaciones (figura 3.28):

w /A=/D,/B=/Ey/C=/F.

= AB = DE,BC = EF y AC = DF.

C F
A‘Z\i SDé X
3 E

Figura 3.28.



Geometria o 125

Postulados de congruencias de triangulos

En esta seccién se enuncian criterios que permitirdan decidir cuando dos
triangulos son congruentes.

Enla figura 3.29, en cada caso, el par de figuras tiene las mismas medidas
de sus lados y las mismas medidas de sus dngulos. Notemos que una figura
se puede superponer a la otra si la trasladamos, la rotamos o la reflejamos o
si efectuamos consecutivamente mds de una de estas transformaciones. Se
dice que estos pares de figuras son congruentes.

4 D L A
BI;Q /
F
(2)

Figura 3.29.

En sintesis, se dice que dos figuras, F' y G, son congruentes, lo cual se
nota I = G, si cualquiera de ellas resulta de trasladar, rotar o reflejar la otra.

En la figura 8.80, se dicen correspondientes las parejas de lados AB y
ArBr, AC y ArCr, BC y BsCr. De manera similar, la parejas de dangulos A4 y
Ar, By Br, Cy Crson correspondientes.

Recordemos que dos segmentos son congruentes si, y solo si, tienen
la misma longitud y que dos dngulos son congruentes, si, y solo si,
tienen la misma medida. Asi que, si dos figuras son congruentes, cualquier
par de lados o de dngulos correspondientes son congruentes.
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Figura 3.30.

Usando las propiedades anteriores es posible presentar algunos criterios
que nos permiten decidir cuando dos triangulos son congruentes.

1) Postulado LLL: dos tridngulos son congruentes si tienen sus tres lados res-
pectivamente congruentes.

Si en los tridngulos ABC y DEF de la figura 3.31, se tiene que
AB = DE, AC = DF y BC = EF, entonces AABC = ADEF.

C F
BA\«/Z[ kE

Figura 38.31. Congruencian LLL

2) Postulado LAL: dos tridngulos son congruentes si tienen dos lados res-
pectivamente congruentes y el dngulo comprendido entre ellos también es
congruente.

Si en los tridngulos ABC y DEF de la figura 3.32, se tiene que
AB = DE, AC = DF y tA = /D, entonces AABC = ADEF.

cC r

B A D L

Figura 3.32. Congruencia LAL
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3) Postulado ALA: dos tridngulos son congruentes si tienen dos dngulos con-
gruentes y el lado comprendido entre ellos también congruente.

Si en los tridngulos ABC y DEF de la figura 3.33, se tiene que
AB = DE, /4 = /Dy (B = /E, entonces AABC = ADEF.

C F
B%A DkE

Figura 3.33. Congruencia ALA

Ejemplo 3.6. Usando solamente la informacion senalada en la figura
3.34, seleccionar pares de triangulos que sean congruentes. Justificar cada
escogencia con los postulados anteriores.

B Y 0
D
%_ J& T‘ﬁ
P
E S
A (1) (2)
I
Ae S
D
3)

Figura 3.34.

1. AABC = AFED porque tienen un par de lados correspondientes con-
gruentes comprendidos entre dos pares de dngulos correspondientes
congruentes. En otras palabras,AABC = AFED, por el postulado ALA.

2. No se puede concluir que el tridngulo XYZ sea congruente con el
triangulo T'QP, porque el dngulo congruente no estd comprendido
entre el par de lados congruentes.
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3. ACAD = AISO porque dos pares de lados y el dngulo que ellos de-
terminan son congruentes. En otras palabras, ACAD = AISO por el

postulado LAL.

e Semejanza de triangulos

Informalmente se dice que dos figuras son semejantes cuando tienen “la
misma forma”y diferente tamafio. Una ampliacion y una reduccién nos da
la idea de figuras semejantes. De manera mds precisa, se dice que dos figuras
son semejantes si los dngulos correspondientes tienen la misma medida y la
razon entre lados correspondientes se mantiene constante. Asi, con la idea
intuitiva de semejanza, vemos que para su estudio debemos tener presentes
las nociones de razén y proporcion.

Dados dos nimeros reales positivos a y b, la razén entre a y b es el co-
ciente 7. Por ejemplo, la razén entre 2 y 4 se puede escribir %, %, 0,5. Una
proporcién es una igualdad entre dos razones. Por ejemplo, % = %.

Volviendo al tema que nos ocupa, por ahora nos dedicaremos a la seme-
janza de tridngulos, nocién que se puede extender a otro tipo de figuras. De
las grdficas de la figura 3.35, son semejantes 1 y 2, no son semejantes 3 y 4,
son semejantes 5 y 6, son semejantes 7 y 8 y no son semejantes 9y 10.

(1) (2) (3) (4)
y P
G l )
B I
(%) (6) (7) (8)

D c H G

b é f f

9 (10)

Figura 3.35.
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Habria varias formas de notar que dos tridangulos son semejantes; sin
embargo, adoptaremos una escritura la cual estd considerada en la siguiente
definicién.

Definicién 3.2.18. Dados los triangulos ABC y DEF, se dice que A4ABC
es semejante a ADEF, lo cual se denota A4BC ~ ADEF, si se verifican las
siguientes condiciones:

w /A=/D,/B=/Ey/C=/F.

(0]

AB _ CB _ Cd
DE = FE = FD*

El cociente ‘% es llamado la razon de semejanza.

Criterios de congruencias de tridngulos

En la misma forma como se establecieron criterios para determinar cuan-
do dos tridngulos son congruentes, se establecen criterios para determinar
cuando dos tridngulos son semejantes.

1) Los tridngulos ABC y QRS de la figura 3.36, son semejantes.

C
4
N
A
375 O
2
B
Figura 3.36.

Comparando las dimensiones de sus lados correspondientes, observa-
C . .
mos que: 12—5 = % = 35ﬁ, es decir, sus tres lados son proporcionales.
El resultado anterior es vdlido, en general, y se conoce como criterio de

semejanza LLL (lado-lado-lado).

Criterio LLL: si los tres lados de un tridngulo son proporcionales a los tres
lados de un segundo tridngulo, entonces los tridngulos son semejantes.
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A4

Figura 3.37.

Si los tres lados del AXY Z son proporcionales a los tres lados del A4BC
se cumple que:
XY Yz XZ
AB ~ BC ~— AC ~
Los lados del triangulo XYZ son respectivamente XY = kAB,YZ = kBC
y X7 = kAC. En ese caso, el tridngulo XY Z puede considerarse como una
ampliacién o una reduccién del triangulo 4BC, dependiendo del valor de
k, pero en cualquier caso los tridngulos resultan ser semejantes.
Ejemplo 3.7. Determine si ALEA es semejante a AYUO en la figu-
ra 3.38.

L 3 E Y 6 U

Figura 3.38.

Para aplicar el criterio anterior y determinar si dos tridngulos son seme-
jantes, basta ordenar las longitudes de los lados de cada tridngulo y comparar
las razones formadas por longitudes correspondientes. En este caso, las lon-
gitudes del tridngulo mayor son, en orden de menor a mayor, 6, 8 y 12,y
las del triangulo menor son en el mismo orden 3, 4 y 6. Las razones corres-
pondientes son entonces: g, % y 16—2 Dado que estas razones son iguales,
los trigngulos son semejantes. Podemos decir que el triangulo YUO es una
ampliacién del triangulo LEA o, de otra forma, que el triangulo LEA es una
reduccion del tridngulo YU O.

Veamos ahora otro criterio de semejanza:

2) Enla figura 3.39, los dos tridngulos son semejantes. Notemos que ellos
tienen dos dngulos congruentes.
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0
: 14 929
Figura 3.39.

La afirmacién anterior corresponde a un segundo criterio de semejanza
AA (d@ngulo-dngulo), que se expresa en general de la siguiente manera:

Criterio AA: si dos dngulos de un tridngulo son congruentes con dos dngulos
de otro, entonces los tridngulos son semejantes.

Sean ABC y XYZ los tridngulos de la figura 3.40 que satisfacen que
(A=/Xy/B=/Y.

Y
B
A
¢ x Z
Figura 3.40.

Los dngulos congruentes determinan los vértices correspondientes y a
su vez los vértices correspondientes determinan los lados correspondientes.
Se tiene entonces que X y 4, Y y B son vértices correspondientes. Por lo
tanto, los lados XY y AB son correspondientes. Sea k = %. En la figura
3.41, se puede observar la transformacién que se aplica al triangulo ABC,
que conserva la medida de los d@ngulos.

-

Figura 3.41.

Se tiene entonces que A7Br = kAB = %AB = XY.
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Como la transformacién conserva la medida de los dngulos,
msAr =msX ymsBr = m/Y, los triangulos A7BsCry XYZ son congruen-
tes, y, entonces, el triangulo ABC puede ser transformado en XY Z al aplicar
dos transformaciones sucesivas, una ampliacién y una reflexién. Lo anterior
permite concluir que A4BC ~ AXYZ.

Ejemplo 3.8. Si en un determinado instante del dia una estaca de un
metro produce una sombra de 70 cm de longitud (figura 3.42), icudl serd
la altura de un drbol que en ese mismo instante produce una sombra de
3, 4 m de longitud?

1.0 m

70 cm 3.4 m

Figura 3.42.

Asumiendo que los rayos del sol pueden ser considerados como parale-
los, se determinan tridangulos rectdngulos con dngulos agudos congruentes

(figura 3.43).

A]I.Om

70 cm 3.4 m

Figura 3.43.

Por el criterio anterior, estos tridngulos son semejantes, de donde se con-

. : Ilm _ &
cluye que sus lados correspondientes son proporcionales, =5 = Tim
Realizando conversion de unidades se tiene: 1209 = _t__ " de donde

70 cm 340 cm?
70h = 84000 y h = 486 cm. El darbol tiene, entonces, una altura aproximada

de 4, 9 m.
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3) Un tercer criterio para determinar la semejanza de tridangulos es el

llamado lado-dngulo-lado (LAL).

Criterio LAL: si en dos tridngulos, las razones de dos pares de lados corres-
pondientes son iguales y los dngulos que estos lados determinan son congruentes,
entonces los tridngulos son semejantes.

Especificamente, si en los tridngulos ABC y XYZ de la figura 3.44 se
tiene que /B = /Yy ;}—5 = ?—ZC, entonces AABC ~ AXYZ. (El argumento de la
demostracion es similar al ilustrado en el criterio anterior).

Y

kAB kBC

A C X VA

Figura 3.44.

Ejemplo 3.9. En la figura 8.45, T es el punto medio de PS y Q es el
punto medio de PR. Se afirma que APTQ ~ APSR. ¢Por qué?

S R

P

Figura 3.45.

% = }% = % y el dngulo P, comprendido por estos lados es comun a los

dos tridngulos. Por lo tanto, por el criterio LAL, se tiene APTQ ~ APSR.

3.2.4. Poligonos

e Conceptos bisicos
Las figuras geométricas tienen ciertas caracteristicas que las diferencian.
Si nos preguntaran, por ejemplo, {cudles de las formas de la figura 3.46 son

rectangulos?, équé responderiamos?, icémo explicamos la escogencia de una
de ellas?
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<\ 0

Figura 3.46.

Si nos pidieran definir de manera precisa los términos con los que se
nombran formas como las de la figura 8.47, {qué responderiamos?

N/ ) ]

Triangulo Paralelogramo Cuadprildtero

\ /<>

Trapecio  Rombo  Cuadrado

Figura 3.47.

Definir adecuadamente una figura no es simple en geometria. Si deci-
mos, por ejemplo, que “un tridngulo es la unién de tres segmentos”, podrian
aparecer formas como las de la figura 3.48.

NR LA

Figura 3.48.

Todas ellas son la unién de tres segmentos, pero no son triangulos, esto
significa que nuestra definicién no es buena, pues cada segmento debe in-
tersectar a los otros y las intersecciones deben ser puntos extremos de los
segmentos. Este criterio nos puede ayudar a dar una buena definicién de
triangulo y nos permite, ademas, presentar una definicién general del tér-
mino poligono, teniendo en cuenta que aparte de los poligonos muy fami-
liares que se presentaban en las figuras 3.46 y 3.47, también son poligonos

los de la figura 3.49.

Figura 3.49.
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Definicién 3.2.19. Un poligono es la unién de segmentos en un mismo
plano tales que cada segmento intersecta exactamente a otros dos, a cada
uno de ellos en uno de sus puntos extremos o, en otras palabras, una figura
plana limitada por rectas que forman una linea cerrada. Los segmentos con
los que se determina un poligono son sus lados, los puntos extremos de los
lados son los vértices del poligono.

Un poligono puede ser nombrado dando en orden sus vértices.

B C
A D
F E
(1)
Figura 3.50.

Dos vértices son consecutivos o adyacentes si son puntos extremos de un
lado. Por ejemplo, en la figura 38.50, G y H son vértices adyacentes del po-
ligono 2. Una diagonal es un segmento que conecta vértices no adyacentes.
Por ejemplo, NY y PG son diagonales del poligono de la figura 8.51.

Yy
G Y

Figura 3.51.

Atendiendo al nimero de lados los poligonos se clasifican en tridngulos
(3 lados), cuadrildteros (4 lados), pentdgonos (5 lados), hexdgonos (6 lados),
heptigonos (7), octdgonos (8), nondgonos (9) y decdgonos (10). En general,
se hace referencia a ellos como n-dgonos.

De la definicién de poligono podemos concluir que todo poligono estd
contenido completamente en un plano. Dado un poligono se distinguen
entonces dos conjuntos en el plano: el interior del poligono y el exterior.
La unién de un poligono con su interior es una regiéon poligonal (figura

3.52).
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D
D A Ei
C B C

Figura 3.52.

Exterior
4 E'
B

Un poligono se dice convexo si, y solo si, su correspondiente regién po-
ligonal es convexa; es decir, si dados dos puntos cualesquiera en la region, el
segmento de recta que determinan, estd completamente contenido en ella.
Muchos de los poligonos con los que trabajamos frecuentemente son con-

POV

Convexo No convexo

Figura 3.53.

vexos (figura 3.53).

Un poligono se dice regular si es convexo y tiene todos sus lados con-
gruentes y todos sus dngulos congruentes.

3.2.41. Los angulos en un poligono

Conociendo la suma de las medidas de los dngulos internos de un triangulo,
podemos determinar la suma de las medidas de los dngulos de cualquier
poligono convexo. Observemos el cuadrildtero de la figura 3.54

A

Q

Figura 3.54.
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La suma de las medidas de los dngulos del cuadrildtero QUAD es:
S=mtU+mszA+miD+m.Q.
Si dibujamos el segmento AQ se determinan dos triangulos y entonces

S =msU+ msl +ms2)+msD+ (ms3 +msd) =
(msU +ms1 +ms3)+ (mD +m/2 +mz4) = 180° + 180° = 3607

En conclusién, la suma de las medidas de los dngulos internos de un cuadri-
latero convexo es 360°.

3.2.4.2. Cuadrilateros

Los tridngulos, como lo comentamos anteriormente, son usualmente clasifi-
cados por la medida de sus lados o por el tipo de dngulos que se determinan
en ellos, pero los cuadrildteros tienen una clasificaciéon mads diversa y mads
compleja. Se habla, entre otros, de paralelogramos, rombos, rectangulos,
cuadrados y trapezoides. Recordemos algunas definiciones al respecto.

Definicién 3.2.20. Un paralelogramo es un cuadrildtero que tiene sus
pares de lados opuestos paralelos.

D o

A B
Figura 3.55.

En la figura 8.55, se ilustra el paralelogramo ABCD, con AD || BCy
AB || DC.

Notemos que cada diagonal de un paralelogramo determina dos tridn-
gulos congruentes. Ahora, si en un cuadrildtero cada diagonal determina un
par de tridngulos congruentes, entonces el cuadrildtero es un paralelogra-
mo. Asi que un paralelogramo se puede definir como un cuadrildtero que
tiene cada par de lados opuestos congruentes.
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Definicién 3.2.21. Un rombo es un paralelogramo que tienen sus cuatro
lados de igual longitud (figura 3.56).

E

G
Figura 3.56.
En la figura 8.56, EF = FG = GH = HE.

Definicién 3.2.22. Un rectdngulo es un cuadrilitero que tiene sus cua-
tro dngulos rectos (figura 3.57).

L
Figura 3.57.

En la figura 8.57, los dngulos I, J, K y L son rectos.

Definicién 3.2.23. Un cuadrado es un cuadrilitero que tiene sus cuatro
lados iguales y cuatro angulos rectos (figura 3.58).

N

P

Figura 8.58.

En la figura 3.568, MN=NO=0OP=PM vy los dngulos M, N, O y P son

rectos.
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Definicién 3.2.24. Un trapecio es un cuadrildtero donde al menos un
par de lados son paralelos (figura 3.59).

R

P A D Q

Figura 3.59.

En la figura 8.59, TR || PA e IZ || DQ.

3.2.4.3. Perimetro de un poligono

Definicién 3.2.25. El perimetro de un poligono es la suma de las longitu-
des de sus lados.

Si todos los lados de un poligono tienen diferentes longitudes no existe
una férmula especial para determinar su perimetro. Por ejemplo, el peri-
metro de un tridngulo con lados x, v, z es P = x + y + z (figura 3.60)

x

Figura 3.60.

Cuando un poligono tiene lados de igual longitud, como es el caso del
rectangulo, la expresién puede ser simplificada. El perimetro de un rectin-
gulo de lados a, b es

P =9%a+2 =2a+b).

a

Figura 3.61.

El perimetro de un n—dgono regular de lado s es P = ns.
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3.2.4.4. Area de un poligono

El drea se puede interpretar como la medida del espacio ocupado por una
regién bidimensional. Si recubrimos una regién con una unidad y contamos
el nimero de copias de la unidad que se necesitan para recubrir la regién,
decimos que este nimero es el drea de la regién en estas unidades. Usual-
mente la unidad es un cuadrado cuyo lado es una unidad lineal y, por eso,
se afirma que el drea estd medida en las mismas unidades cuadradas (figura

3.62).

11 und

8und

— Unidaddelongitud
[l Unidad cuadrada

Figura 3.62.

Es posible usar el razonamiento anterior para concluir que: el drea A de
un rectangulo con dimensiones a y b es 4 = a - b vy, utilizando la férmula
anterior, es posible deducir que el drea de un cuadrado de lado [ es [2.

Es facil encontrar el drea de un tridangulo rectangulo.

B C

Figura 3.63.

En la figura 3.68 los tridngulos ABC y CDA son congruentes, ABCD es
un rectdngulo y su drea es (AB) - (BC), de donde el drea del triangulo ABC
es:

1
(B) - (BC).
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Ejemplo 3.10. El triangulo PQR que muestra la figura 3.64 es rectdn-
gulo y el dngulo Q es recto. Determinar el drea del APQR.

Q
12

Figura 3.64.

Los catetos del APQR tienen 5 y 12 cm. Puesto que
APQR = % -5 -12 = 380, el drea del triangulo PQR es 80 cm?.

Del drea de un triangulo rectingulo se puede derivar una férmula
para el drea de cualquier tridngulo, se requiere para ello recordar la idea de
altura. En un tridngulo una altura es el segmento que tiene uno de sus extre-
mos en un vértice del tridngulo, y es perpendicular a la recta que contiene
el lado opuesto a ese vértice. En la figura 8.65, en cada caso, el segmento
AD es altura del lado CB del trigngulo ABC.

Notemos que la altura puede ser interior o exterior al tridngulo o puede
coincidir con uno de los lados de este.

Lalongitud de una altura es llamada la altura del tridngulo relativa a una
base. Como base de un tridangulo puede ser tomado cualquiera de sus lados,
pero a cada base corresponde una altura distinta que es la perpendicular a
dicha base o a su prolongacién.

A A
2 hk
b 7
C D B DC B
Altura AD interior al ABABC — Altura AD exterior al AABC
A
}l L
D=C B

Altura AD delaABC con AD = AC

Figura 3.65.
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Teorema 3.2.2. El drea de un tridangulo es la mitad del producto de un
lado (la base) por la altura correspondiente a ese lado.

1
A—§bh

Demostracion. Cuando la altura estd sobre el tridngulo, se tiene el caso
de un tridngulo rectangulo (ver tercer triangulo de la figura 3.65). Analice-
mos los otros casos.

Caso 1: altura interior al tridngulo (figura 3.66).

A
/N
B D y C

b

Figura 8.66.

La altura divide el tridngulo en dos triangulos. Sea BD = x y DC = y.
Entonces b = x + y.

Area(AABC) = Area(AABD) + Area(AADC)

1 1
= §l’[l‘ + §}Ly
= %h(x + )
1
= §hb

Caso 2: altura exterior al tridngulo (figura 3.67).

El drea del triangulo puede ser determinada restando las dreas de dos
triangulos rectangulos.

Figura 3.67.
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Sea DB = x. Entonces:

Area(AABC) = Area(AADC) — Area(AADB)
1 1
= §h(x+b)— th

1 1 1
= th + §}lb - §hx

1
= §hb

3.2.4.5. El teorema de Pitagoras

Como una aplicacién de estos resultados acerca del drea se puede desarrollar
una demostracién del importante teorema de Pitdgoras el cual relaciona las
longitudes de los tres lados de cualquier tridangulo rectingulo.

Este teorema recibe su nombre, porque el matematico griego Pitdgoras,
o uno de sus estudiantes, lo demostré 600 afios antes de Cristo. Todavia hoy
siguen apareciendo variadas demostraciones de este teorema, provenien-
tes de culturas diversas a través del mundo. No es claro realmente dénde
se enuncié por primera vez y dénde se presenté la primera demostracion.
Como lo comentamos en la resefia inicial, este teorema era conocido ya por
los babilonios por el 1650 a. C. y, posiblemente, se conocié también en la
India hacia el 800 a. C. Una coleccion de 870 diferentes demostraciones de
este teorema fue compilada en 1940 por Elisa Loomis. Incluye alli demos-
traciones del matematico indd Bhaskara (siglo xi), de Leonardo Da Vinci
(siglo xv) y hasta del presidente de los Estados Unidos, James A. Garfield
(siglo x1x). No en vano, este teorema es llamado por algunos historiadores
“el primer gran teorema en matematicas’.

El teorema se puede enunciar también en la siguiente forma:

Teorema 3.2.3. (Teorema de Pitdgoras). En cualquier tridngulo rectdn-
gulo, la suma de las dreas de los cuadrados construidos sobre los catetos es
igual al drea del cuadrado construido sobre la hipotenusa.

Demostracion. Dado un tridangulo rectangulo con catetos a y b e hipote-
nusa ¢, debemos demostrar que a? + b = ¢2. El triangulo rectangulo y sus
“copias”congruentes se muestran en la figura 3.68.
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Figura 3.68.

El cuadrildtero exterior es un cuadrado porque cada uno de sus lados
tiene longitud a +b y tiene cuatro dngulos rectos. El cuadrildtero sombreado
también es un cuadrado porque cada lado tiene longitud ¢ y cada uno de sus
angulos es recto. Dejamos al lector la tarea de hallar una justificacién, a esta
afirmacién. Notemos que los cuatro triangulos son congruentes y, por lo
tanto, tienen igual drea.

Determinemos ahora el drea del cuadrado sombreado.

Area (DEFGH) = Area (1ABCD) — 4Area (AEBF).

Dado que el lado del cuadrado mayor es a + b, su drea es (a +b)2. Cada uno
de los cuatro tridngulos tiene drea %ab, de donde se tiene que el drea del
cuadrado sombreado es:

(a+b)* -4 (%ab) = (a* + 2ab + b*) = 2ab = a® + b*.

Pero, de otra parte, el cuadrado sombreado tiene lado ¢ y, por lo tanto, su
drea es ¢2. Concluimos entonces que:

=% + b2

Nota: si un tridngulo con lados de longitudes a, b y ¢ satisface que

a? + b? = ¢, entonces el tridngulo es un tridngulo rectingulo.
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Ejemplo 3.11. Aplicaciones del teorema de Pitdgoras.
1. Hallar la hipotenusa de cada tridngulo que aparece en la figura 3.69.

Para el primer tridngulo se tiene que ¢ = b = 3, de donde

40

Figura 3.69.

a® +b* = a® +a® = 24" = 2(3)* = 18.

Como
A=a?+2=18, *=18, c¢=V18=3V2.

Para el segundo se tiene que a = 40, b = 9, de donde
2 =d% +b? = (40)? + (9)% = 1681

y de aqui ¢ = V1681.
2. Hallar el cateto a del tridngulo de la figura 3.70.

1
O

40 a

Figura 3.70.

Aplicando el teorema de Pitdgoras tenemos que:
(402 - 1 = 42
1599 = o*
V1599 = a.
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3.2.5. La circunferenciay el circulo

Definicién 3.2.26. Una circunferencia es el conjunto de todos los puntos
de un plano que se encuentran a una distancia fija, su radio, desde un cierto
punto, su centro.

La circunferencia con centro en O y radio r es el conjunto de todos los
puntos P en el plano con PO = r (figura 3.71).

Figura 8.71.

El radio es pues la distancia, o el segmento, del centro a un punto sobre
la circunferencia y el didmetro es la longitud del segmento, o el segmento
mismo, que une dos puntos sobre la circunferencia y contiene al centro, la
longitud de este segmento es entonces el doble del radio (2r).

Un circulo es la superficie plana limitada por una circunferencia. Incluye
los puntos que estdn sobre esta y los puntos que estdn en su interior, es decir
todos los puntos cuya distancia al centro es menor o igual que el radio. En
la figura 3.72 aparece sombreado el interior de la circunferencia.

El centro y el radio del circulo son, respectivamente, el centro y el radio
de la circunferencia que lo limita.

Figura 8.72.

Un segmento que conecta dos puntos sobre la circunferencia es llamado
una cuerda. En la figura 3.78, AB es una cuerda. Desde luego, el diametro
es una cuerda, pero no toda cuerda pasa por el centro.
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Secante Tangente

Figura 3.73.

Una tangente es una recta que tiene un solo punto en comin con la
circunferencia; el punto comin es el punto de tangencia y la tangente es
perpendicular al radio en su punto de tangencia. Una secante es una recta
que corta la circunferencia en dos puntos (figura 3.73).

Un sector circular es la parte del circulo comprendida entre dos radios
y el arco intersectado por ellos. En la figura 3.74 se ha sombreado el sector
circular ORS.

Figura 3.74.

Una porcién de la circunferencia, como la determinada por los puntos
R y S se llama un arco. En realidad, dos puntos determinan dos arcos; sin
embargo, en una discusion serd fécil entender a cual arco nos referimos.

Un dngulo central es el dngulo que tiene su vértice en el centro de la
circunferencia y lados que son radios. En la circunferencia de centro O que
muestra la figura 3.75, se ha dibujado el dngulo central ZBOR.

B R

Figura 3.75.
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3.2.5.1. El perimetro de la circunferenciay el area del circulo
Pensemos en una actividad como la siguiente:
= Construir circunferencias de diferentes radios, como 3, 4, 5, 6, ..., 10.

= Medir con una cuerda la longitud de cada una de estas circunferencias
que llamaremos C.

s Calcular la razon

Longitud de la circunferencia C

didmetro d

En esta actividad podemos observar que esta razén, en todos los casos, es
muy proxima a 3.14. Esta observacion se puso ya de manifiesto en culturas
muy antiguas como la egipcia y la babilénica a las que nos referimos en la
introduccion de este capitulo. Realmente la razén es constante, es el nimero
irracional 7, que tiene un expresiéon decimal infinita no periédica. Como
curiosidad, las primeras 50 cifras decimales de este niimero son:

3.14159265358979328846264338327950288419716939937510.. . .

Una buena aproximacién la usaban ya los babilonios, la fraccién % En

muchas de las aplicaciones que trabajamos basta tomar 3.14.

De la mencionada razén % es posible obtener una expresién para el pe-
rimetro o longitud C de la circunferencia de radio r o didmetro d = 2r, la
cual corresponde a:

C=nd 0 C=2nr

La longitud de un arco

La longitud de un arco determinado en una circunferencia de radio r,
por un dngulo central de n grados es:

n
l = %27”’

n
= ——-7nr

180
Note que la expresion g5, indica intuitivamente la parte de la longitud de
la circunferencia que se estd considerando.

Ejemplo 3.12. En la circunferencia de la figura 3.76, OB = 1,3 cm y
m/AOB = 80°. Encontrar la longitud del arco AB.
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Figura 3.76.

80°
[ = 3600(270(1, 3)

Por lo tanto, la longitud del arco AB es aproximadamente 1, 8 cm.
Area del circulo

La circunferencia no es un poligono pero puede ser aproximada por poli-
gonos tanto como uno lo desee. Para determinar el drea de la region interior
podemos intentar recubrirla con cuadrados de una unidad de drea como lo
haciamos con los poligonos (figura 8.62), pero resulta mds f4cil usar sectores
circulares.

En la figura 8.77, uniendo los sectores circulares segtin se indica en la
parte derecha, se determina una figura similar a un rectingulo de lados 7r
y r. Al calcular el drea del rectingulo se obtiene el drea del circulo. Desde

esta idea se puede concluir que el drea 4 del circulo de radio r es: 4 = nr2.

Base = %(27“') =nr

Altura =r

Figura 8.77.

Area de un sector circular
El drea de un sector circular determinado por un dngulo central de n
grados en un circulo de radio r estd dada por:

n C
A=—nr’.

360

La expresion g5 indica la parte del circulo que se estd considerando.
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Ejemplo 3.13. Encontrar el drea del sector circular sombreado en la
figura 3.78.

Figura 3.78.

m/AOB=30°, por lo tanto el sector sombreado es % del drea del circu-
lo. Ast:
30

4= 350

2
(m)(15)
De esta manera, tenemos que el drea del sector circular sombreado es 58, 9,
tomando 3, 1416 como aproximacién de .

Poligonos inscritos en una circunferencia

Teéricamente, para construir un poligono regular de n lados, se parte de
360°
n
un poligono regular puede considerarse inscrito en una circunferencia, es

una circunferencia y se construyen en ella dngulos centrales de . Asi que

decir, sus vértices son puntos de ella.

Por ejemplo, para construir un hexdgono regular, se parte de una circun-
ferencia y se construyen dngulos centrales de 60° como lo ilustra la figura
3.79. Puesto que los triangulos involucrados en la figura resultan equildte-
ros, el lado del hexdgono resulta igual al radio de la circunferencia.

AVA
\VAV/

Figura 8.79.

Teorema 3.2.4. Si un didmetro de una circunferencia es un lado de un
triangulo inscrito en ella, entonces el tridngulo es rectangulo.
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Demostracion. Sean A4, By C puntos de la circunferencia de centro O y
radio r y AB es un didmetro de dicha circunferencia como en la figura 3.80.
El dngulo C es recto vy, por lo tanto, el tridngulo ABC es rectangulo.

Figura 3.80.

En efecto, puesto que 40 = OC = r, AAOC es isésceles, de donde
m/CAO =m/ACQO. Andlogamente, OC = OB = r, luego, AOBC es is6sce-
les y, por lo tanto, m/OCB = m/OBC.

Entonces, como la suma de las medidas de los dngulos interiores de un
triangulo es 180°, si se nota con x = mZCAO yy = m/OCB, se tiene que
AABC se tiene que 2x + 2y = 180°; de donde x +y = 90°. Por lo tanto, £C
es recto, y, en consecuencia, A4BC es rectangulo.

3.3. Algunos solidos y sus volumenes

El estudio de las figuras tridimensionales es llamado geometria de los s6-
lidos. Cuando hablamos de los poligonos, insistimos en diferenciar entre
el poligono y la regién poligonal. Un poligono es la frontera de una region
poligonal y la region es la union de la frontera con su interior.

Una distincién similar se hace con las figuras tridimensionales, una su-
perficie es la frontera de una regién tridimensional. Un sélido es la unién de
la frontera y la region del espacio encerrada por la superficie. Por ejemplo
una caja de cartén es una superficie y un bloque de ladrillo es un sélido.

Definicién 3.3.1. Un poliedro es un cuerpo o sélido geométrico li-
mitado por planos. Las intersecciones de estos planos forman poligonos
llamados caras del poliedro; los lados de las caras se llaman aristas y las
intersecciones de las aristas se llaman vértices (figura 3.81).
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Zértice
E F
A 3
Arista AB G Arista
A D
Cara —
AABC L N
I Cara
B c B C
Figura 3.81.

Una diagonal de un poliedro es una recta que une dos vértices no situa-
dos en una misma cara.

Definicién 3.3.2. Un poliedro regular es aquel cuyas caras son poligo-
nos regulares iguales (figura 3.82).

Figura 3.82.

De acuerdo al numero de caras los poliedros se clasifican en tetraedros,
pentaedros, hexaedros, etc., segin tengan cuatro, cinco, seis o mads caras.
El poliedro que tiene dos caras iguales y paralelas, y cuyas otras caras son
paralelogramos, recibe el nombre de prisma (figura 3.83).
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Caras «—

D
| —— Base
/4 /
C
B
Figura 3.83.

Las caras iguales y paralelas se denominan bases y las demds, caras late-
rales. Si las bases son tridangulos, cuadrildteros, pentdgonos, etc., se habla de
prismas triangulares, cuadrangulares o pentagonales y si las caras laterales
son perpendiculares se habla de prisma recto.

Un paralelepipedo es un prisma cuyas bases son paralelogramos, es de-
cir, sus seis caras son paralelogramos. Si sus bases son rectdngulos se habla
de paralelepipedo rectangulo, si sus caras laterales son perpendiculares a
las bases se habla de paralelepipedo recto (figura 3.84). El cubo es el para-
lelepipedo rectangulo cuyas seis caras son cuadrados.

E H
,,,,, D ;
A S
B C
Figura 3.84.

Volumen

El volumen de un cuerpo es la medida del espacio que el cuerpo ocupa.
Si cada uno de los lados de las caras de un cubo tiene una unidad de lon-
gitud, podemos afirmar que cada cara tiene una unidad cuadrada de drea.
Como el cubo tiene seis caras podemos decir ademads que el drea de la su-
perficie de este cubo es de 6 unidades cuadradas y que este cubo tiene una
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unidad ctbica de volumen (1#3). Por esta razon, es llamado cubo unidad.
Usualmente el volumen es medido en unidades cubicas.

Ejemplo 3.14. {Cudl serd entonces el volumen del sélido que se cons-
truye como se ilustra en la figura 3.85 con cubos unidad? Las dimensiones
de la base son, respectivamente, 12y 7 unidades lineales y tiene 17 unidades
de altura.

En la capa de la base se han colocado 12 x 7 cubos unidad y hay 17
de estas capas. Es decir, el volumen total se puede hallar determinando el
producto 12 x 7 x 17. Hay pues en total 1428 cubos unidad, asi el volumen
es de 1428 unidades cubicas.

Como en el caso del drea de un rectangulo la idea anterior nos permite

intuir que el volumen de un paralelepipedo rectdngulo (una caja) es igual al
producto de sus tres dimensiones (figura 3.86).

17
12

Figura 3.85.

a

Figura 3.86.
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Si las dimensiones de este paralelepipedo rectingulo son a, b y ¢ su vo-
lumen /" es

V=ab-c

Esta expresion es equivalente a afirmar que si el drea de la base del parale-
lepipedo es A y la altura es ¢, el volumen } es

V=A4-¢

Como caso especial, el volumen de un cubo es el cubo del arista, pues sus
tres dimensiones son iguales. Si el arista es a, el volumen /" es

Vza";

Laidea anterior se puede generalizar al volumen de un paralelepipedo cual-
quiera (o de un prisma cualquiera). En otras, palabras, el volumen de un
paralelepipedo es V' = Ah, donde h es la altura y A4 el drea de la base.

Ejemplo 3.15.

1. Siun cubo tiene 64 cm?® de volumen, écudl es la longitud de un lado?

Si s es la longitud de un lado, como /= 5% = 64, entonces el lado del
cubo es 4 cm.

2. Si un cubo tiene de lado a cm vy otro tiene de lado 4a cm, {cudl es la
razon entre los volimenes de los dos cubos?

El volumen / del primer cubo es a® y el volumen /; del segundo cubo

3
es (4a)® y la razén entre el volumen 7 y el volumen /7 es v i é

3. Si las dimensiones de una caja se incrementan en 2, 3 y 4 unidades,
{qué sucede con el volumen de la caja?

Si las dimensiones de la caja original son x, y y = (figura 3.87), su
volumen es xyz. Si llamamos las nuevas dimensiones &, w y [/, tene-
mos que:

h=x+2, w=y+3 y l=z+4.

De donde el volumen /7 de la nueva caja es:

V = lwh = (z + 4)(y + 3)(x + 2).
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v
x
w
v u
Figura 3.87.

Efectuando la multiplicacién obtenemos que:
V =xyz + 3xz + day + 122 + 2yz + 62 + 8y + 24.

El volumen se incrementa entonces en: 3xz+4xy+ 12x+2yz+62+8y+24
unidades de volumen.

Por ejemplo, si las dimensiones de la caja original sonx=6,y=8, =10,
el volumen de la caja seria 480 y el de la nueva caja seria
6 +2) (8+3)(10+4) = 1232. En ese caso se incrementaria en 752
unidades cubicas.

Nota: otros sélidos y sus volimenes, como por ejemplo, el cilindro, el
cono vy la esfera se presentan en el taller 7.

Taller 1

1. (a) {Cudntas rectas pasan por un punto dado?

(b) éCudntos planos pueden contener una recta dada?

2. (a) Dados tres puntos no colineales, écudntas rectas pueden dibu-
jarse, de tal manera que cada una de las rectas pase por dos de
dichos puntos?

(b) Dados cuatro puntos no coplanarios tales que tres cualesquiera
de ellos no sea colineales, {cudntas rectas pueden dibujarse de tal
manera que cada una de las rectas pase por dos de dichos puntos?

3. La medida de un dngulo es 30 menos que el doble de la medida de su
complemento. Hallar la medida del dngulo.
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4. FEl triple de la medida de un dngulo es la tercera parte de su suple-
mento. Hallar la medida del angulo.

5. Enla recta numérica que muestra la figura 3.88, C es el punto medio
de AB. Si la coordenada de 4 es 1, 7 y la coordenada de C es 3, 21,

hallar la coordenada de B.

A C B
o ———— o ————— o — >

Figura 3.88.

6. Determinar las medidas de los dngulos 1, 2, 4, 5, 6, 7, 8 en la figura
3.89, sabiendo que la recta s es paralela a la recta ¢, y [ es una recta
transversal.

Figura 3.89.

Taller 2

1. (a) Sidoslados de un triangulo miden respectivamente 11 cmy 16
cm, {cudles son las posibles medidas del tercer lado?

(b) Siun lado de un tridngulo mide 57 cm y otro lado mide 58 cm,
dcudles son las posibles medidas del otro lado?

(c) {Pueden ser las medidas de los lados de un tridngulo numeros
enteros consecutivos (n,n + 1, n + 2)?

2. En AABC, AB = 10, BC = 7 y AC = 8. iCudl es el dngulo mayor?,

{cudl es el dngulo menor?

3. Recordemos que un tridngulo es llamado rectangulo si tiene un an-
gulo recto, acutangulo si tiene los tres dngulos agudos y obtusdangulo
si tiene un dngulo obtuso.
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(a) Construir un tridngulo rectingulo, uno obtusingulo y uno
acutdngulo.

(b) Responder, ése puede construir un tridngulo rectdngulo que sea
isosceles?

4. Si el tridngulo AABC de la figura 3.90, es isésceles, (AB = AC), ex-
plicar por qué es correcto afirmar que ZABC = /ACB.

A

Figura 3.90.

5. Sienlafigura 3.91, mzABC = 105°, m/A = 6t y m/C = 9t, encon-

trar el valor de ¢.

A

N

Q BN
B C

Figura 3.91.

6. Construir dos tridngulos ABC y DEF que cumplan que m/A4 = m/D,
m/B = m/E. iQué se puede afirmar acerca de las medidas de los
angulos C'y F?

7. Usando ejemplos, ilustrar que el siguiente criterio que es vilido para
tridngulos rectangulos: si en dos tridngulos rectingulos la hipotenusa
y un cateto de uno son congruentes a la hipotenusa y un cateto del
otro, entonces los dos tridngulos son congruentes.
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Taller 3

1. En cada caso, hallar la razén entre cada par de nimeros reales.
(@) 12y 15.

(b) 21y 7.
© V2y V8

2. En cada proporcion, hallar el valor de x.
3 _ «
@ 7 =97
(b) =3

3. Sean a, b, ¢ y d ntimeros reales positivos. Considere la proporcién

7 = 5. En cada caso completar la proporcién:

(@)
(b)

ML o R

o~

. Los tridngulos OM N y QM P de la figura 3.92 son semejantes.

Q

M2 N 4 P

Figura 3.92.

(a) Determinar la razén de semejanza.
(b) Hallar la longitud de QP

(c) Comparar dngulos correspondientes de los dos tridngulos.

5. éSon semejantes los pares de tridngulos que se muestran en la figura
3.93? Explique por qué si o por qué no.
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T
F 11
R 33 97
9 6
Q VA
U 18V

Figura 3.93.

6. (a) Explicar por qué la parejas de tridngulos que aparecen en la fi-
gura 3.94 son semejantes.

60

Y27
B X

Figura 3.94.

(b) Hallar razén de semejanza entre los lados de los tridngulos corres-
pondientes.

(c) Determinar las longitudes de los lados desconocidos.

7. Enla figura 8.95, DE || AB, AB = 10, DE = 5,CD =4y CE = 6.

Figura 3.95.

(a) Hallar CA y CB.
(b) Hallar el perimetro de AABC.
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8. Laaltura CD del tridangulo ABC divide la hipotenusa en dos segmen-
tos de longitudes 6 y 9 unidades. Hallar CD y los dos catetos del tridn-
gulo ABC (figura 3.96).

Figura 3.96.

9. Una mediana de un tridngulo es un segmento que une un vértice con
el punto medio del lado opuesto. Verificar que las medianas de un
triangulo son concurrentes, es decir, se intersectan en un mismo pun-
to, siguiendo estos pasos: considerar el enunciado y la figura que si-
guen, y responder las preguntas planteadas en los literales a, b, ¢ y

d.

En el AABC que muestra la figura 8.97, AE y BD son medianas. Sea
O el punto de interseccién de AE y BD.

C

A B

Figura 3.97.

(@) AABO ~ AEDQO, ipor qué?

(b) 48 = ‘% = 2, {por qué?

(c) AO = 2EO y BO = 2DQ, ipor qué?

(d) En forma andloga si CF es una mediana, al considerar otra me-
diana, por ejemplo AE, y suponer que estas se intersectan en un

punto P se concluye que CP = 2PF y que AP = 2PE; de lo
cual se sigue que O = P. {Por qué?
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Por lo tanto las medianas de un tridngulo son concurrentes. El
punto de interseccion de las medianas se llama baricentro y dista
de cada vértice % de la longitud de la mediana respectiva.

Taller 4

1. Sabemos que una diagonal de un poligono es un segmento que une

dos vértices no consecutivos. {Cudl es el nimero de diagonales de un
cuadrildtero?, ¢de un pentdgono?, éde un hexdgono?, {de un n-dgono?

En los poligonos que aparecen en la figura 3.98 se han determinado

algunos tridngulos. Observar cada una de las construcciones para res-

ponder las preguntas.

(@)

(b)

Pentdagono Hexdgono Heptdagono

Figura 3.98.

{Cudl es la suma de los dngulos interiores de un pentagono?, éde
un hexdgono?, ¢de un heptdgono?, {de un decdgono? En cada ca-
so considere que el poligono es convexo. Encontrar una expre-
sién general que le permita determinar la suma de los dngulos
interiores de un poligono convexo.

Recordemos que un poligono regular es un poligono convexo
cuyos dngulos son todos congruentes y cuyos lados son todos
congruentes. El tridngulo equildtero, el cuadrado, el pentigono
regular y el hexdgono regular son ejemplos de este tipo de po-
ligonos. Construir estos poligonos y determinar las medidas de
sus angulos interiores en cada caso.

3. En forma similar a la definicién de dngulo externo de un tridangulo,
se tiene la definicién de dngulo externo de un poligono regular. Nue-
vamente, se puede observar que en cada vértice se determinan dos

angulos externos, los cuales resultan congruentes. Asi, para este ejer-

cicio consideraremos solamente un dngulo externo en cada vértice.
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{Cudl es la suma de las medidas de los dngulos exteriores de un tridn-
gulo? éCudl es la suma de las medidas de los dngulos exteriores de un
cuadrado, pentdgono regular, hexdgono regular, n-dgono regular? En
cada caso, considere que el poligono es convexo.

. Determine si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas. En

cada caso, justifique su respuesta.

(a) Todo cuadrado es un rombo.

(b) Todo rombo es un cuadrado.

(c) Todo cuadrado es un rectangulo.

(d) Todo rectangulo es un cuadrado.

(e) Todo rectangulo es un paralelogramo.
(f) Algunos rectingulos son rombos.

(g) Algunos trapecios son paralelogramos.

Taller 5

Si el perimetro de un rectangulo es de 48 cm, dcudles son las posibles
dimensiones de los lados?

Si el perimetro de un tridngulo es de 30 cm, {cudles son las posibles
dimensiones de sus lados?

(@) Usando la cuadricula que se presenta a continuacién, dibujar
tres poligonos diferentes que tengan 12 unidades de perime-
tro. Los vértices de los poligonos deben estar sobre puntos de la
cuadricula.

(b) ¢Es posible construir un tridngulo que tenga 12 unidades de
perimetro?
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(c) {Cudl de las figuras construidas tiene mayor drea?

4. Encontrar el drea del paralelogramo que se presenta en la figura 3.99.

w 18 X

17
15

Z 8 H 10 B

Figura 3.99.

5. Enla ﬁgu&S.lOO, ABCD y AMEN son cuadrados, M es el punto
medio de AB y BC = 16. Determinar el drea del poligono BCDNEM .

D C
N L
A M B

Figura 3.100.
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6. Enlafigura 3.101, DCBA es un cuadrado y los cuatro tridngulos que
aparecen son congruentes.

A E B
H

a
D G C

Figura 3.101.

SiAB =7y HE = 5, icudl es el drea de la region sombreada?

7. Enla figura 3.102, determinar las dreas de los triangulos EFH, FGH
vy EGH.

17
H

Figura 3.102.

8. Hallar el drea del AXYZ en cada uno de los siguientes casos (figura
3.108).

Figura 3.103.
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9. Determinar el drea, en unidades cuadradas, del cuadrildatero ABCD
de la figura 3.104.

|

C

Figura 3.104.

10. Trazar un tridngulo ABC cualquiera, dibujar sus tres alturas. Deter-
minar el drea del tridngulo en cm?, midiendo la longitud de cada uno
de sus lados y la altura correspondiente a ese lado. {Qué valor tiene
el drea, en cada caso?

11. En el tridgngulo ABC de la figura 8.105, se han trazado las alturas AW
yCF.SiAB=8,CF =6y AW =7. Determinar CB.

C

F B
Figura 3.105.
12. Si se sabe que un cateto de un tridngulo rectingulo es el doble del

otro, determinar su hipotenusa. {Cudl es la razén entre la hipotenusa
y el cateto menor?

13. (a) Construir un sistema de coordenadas y localizar en €l los puntos

A:(0,0),B:(3,0)yC:(3,92).
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(b) Trazar el triangulo con vértices en los puntos A, B, C. Deter-
minar las longitudes de sus lados y las medidas de sus dngulos.
{Quié tipo de triangulo es?

(c) {Cudntos puntos de coordenadas enteras quedan en el interior
del triangulo?

(d) {Cudntos puntos de coordenadas enteras quedan sobre cada uno
de los lados?

Taller 6

1. En la figura 8.106, PR y SQ son didmetros de la circunferencia C'y
O es el punto de interseccién de PR y SQ.

R

Figura 3.106.

Discutir la validez de las siguientes afirmaciones:

(a) OP = 0Q.
(b) OR = OS.
(c) LPOQ = /ROS.

2. (a) Trazar un segmento 4B.
(b) Construir una circunferencia con radio AB.
(c) Construir una circunferencia con didmetro 4B.

(d) Hallar la razén entre las longitudes de las circunferencias cons-
truidas en b y c.

(e) Hallar la razon entre las dreas de las circunferencias construidas
enbyc.
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3. Las dos circunferencias que aparecen en la figura 3.107 son concén-

tricas, es decir, tienen el mismo centro

(&)

Figura 8.107.

Si el radio de la circunferencia mayor es cuatro veces el radio de la
circunferencia menor, icudl es el drea de la regién sombreada?, {cudl
es la razon entre las dreas del circulo menor y el mayor?, i{cudl es la
razon entre las longitudes de la circunferencia menor y la mayor?

4. En la figura 3.108, se han cortado 8 discos circulares de metal de una
ldmina rectangular de 12 cm por 24 cm. La ldmina restante no se usa.

12 cm

Figura 3.108.

{Cudl es el drea del metal que no se usa?

5. Una circunferencia de didmetro 12 unidades se ha inscrito en el cua-
drado EFGH como se muestra en la figura 3.109.

E r

o

Figura 3.109.
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{Cudl es el drea de la region sombreada?

6. En la circunferencia de la figura 8.110, BD es un digmetro, OD = 15
ym/AOD = 20°.

Figura 3.110.

Hallar el drea del sector circular determinado por 4, Oy D.

7. Hallar el drea de un cuadrado inscrito en una circunferencia de

radio 5.

8. Hallar el drea y el perimetro de un hexdgono regular inscrito en una
circunferencia de radio 6.

9. El radio de la circunferencia di centro O que muestra la figura 3.111
es 4. El AABC es isésceles y AB es un didmetro de la circunferencia.

C

—aq —A

Figura 3.111.

(a) Hallar las medidas de los dangulos del A4BC.
(b) Hallar el drea del AABC.
(c) Hallar el perimetro del A4BC.

10. Una bisectriz de un triangulo es una bisectriz de uno de sus dngulos.

(a) Dibujar un tridngulo y sus bisectrices.
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(b) Como puede observarse las tres bisectrices se intersectan en un
mismo punto. Sea O el punto de interseccién de las bisectrices.
Verificar que O equidista de los tres lados del tridngulo.

(c) Tomar la distancia 7 de O a uno de los lados del triangulo. Luego
dibujar la circunferencia de centro O y radio r.

Entonces, como puede observarse el punto de interseccién de
las bisectrices de un tridngulo es el centro de la circunferen-
cia inscrita en dicho tridangulo. Es necesario anotar que el pun-
to de interseccién de las bisectrices es llamado el incentro del
tridngulo.

11. En una circunferencia de radio r, un radidan (1 rad) es la medida de
un dngulo central que subtiende un arco de longitud . En la circunfe-
rencia de centro O y radio r, el @ngulo /OB mide un radidan. Cuando
la medida de un dngulo estd dada en radianes se acostumbra omitir el
simbolo rad o el término radianes (figura 3.112).

B

2
Lird |\,

Figura 3.112.

Puesto que la longitud de una circunferencia de radio r es 2nr, al-
rededor de la circunferencia caben 27 radios. Entonces, un dngulo
central de un giro completo mide 27 radianes. Por lo tanto, 360° co-
rresponden a 27 radianes.

(a) Hallar la medida en radianes de cada uno de los siguientes
angulos:
i. 30°.
ii. 45°.
iii. 60°.
iv. 90°.
v. 180°.



(b)

(©)

(d)

(e)

()
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vi. 210°.
vii. 270°.
Cada uno de los siguientes dngulos estd expresado en radianes.

Hallar la medida en grados de cada dngulo.

s 4rx
1. 3

ii. 22
iii. 8.

Hallar una férmula para calcular la longitud de un arco en una
circunferencia de radio r, cuando el dngulo central que lo sub-

tiende estd medido en radianes.

Hallar una férmula para calcular el drea de un sector circular en
una circunferencia de radio r, cuando el dngulo central que lo
subtiende estd medido en radianes.

Hallar la longitud de un arco que subtiende un dngulo de 47” en
una circunferencia de 6 cm de radio.

Hallar el drea de un sector circular que subtiende un dngulo de

%’r en una circunferencia de 8 cm de radio.

12. Una mediatriz de un segmento es una recta perpendicular al segmen-

to en su punto medio.

(@)

(b)

(©)
(d)

()

Todo punto de la mediatriz de un segmento equidista de sus
extremos. ¢{Por qué?

Si un punto equidista de los extremos de un segmento, entonces
el punto estd en la mediatriz del segmento. {Por qué? Es nece-
sario tener en cuenta que las mediatrices de un tridngulo corres-
ponden a las mediatrices de sus lados.

Dibujar un tridngulo y sus mediatrices.

Como puede observarse las tres mediatrices se intersectan en un
mismo punto. Sea O el punto de interseccién de las mediatrices.
Este punto se llama circuncentro. Verificar que O equidista de
los tres vértices del tridngulo.

Tomar la distancia » de O a uno de los vértices del tridangulo.
Dibujar la circunferencia de centro O y radio r. Entonces, como
puede observarse el punto de interseccién de las mediatrices de
un tridngulo es el centro de la circunferencia circunscrita a dicho
triangulo.
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Taller 7

1. La longitud de la diagonal de un cubo es 8V8. Hallar el drea de su
superficie total y su volumen.

2. Analizar cémo varia el volumen de una caja de dimensiones [, w y &
cuando se realizan los siguientes cambios sobre ellas:

(a) Una de las dimensiones se multiplica por cinco y las otras no se
cambian.

(b) Todas las dimensiones se cuadruplican.

(c) Unadelas dimensiones se incrementa en seis unidades y las otras
no se cambian.

(d) Las tres dimensiones se incrementan en una unidad.

3. Recuerde que el volumen /” de un cilindro circular recto, de radio r
yaltura b es V' = nr2h. Puesto que el drea de la base del cilindro es
B = nr?, se deduce que el volumen del cilindro es /= Bh (drea de la
base por la altura) (figura 3.113).

Figura 3.113.

(a) Siun tanque cilindrico tiene 100 pies de didmetro y 70 pies de
alto, {cudl es el volumen del tanque?

(b) Comparar los volimenes de dos cilindros que tengan la misma
altura, pero el radio del segundo sea la tercera parte del radio del
primero.

(c) Enlafigura 3.114, se muestran un cilindro cicular recto de radio
10 y un cubo de lado 10. Ambos sélidos tienen la misma altura.
{Tienen ellos el mismo volumen? Si no lo tienen, écudl de los
dos tiene mayor volumen?
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10 10
10

Figura 3.114.

4. Sabemos que el volumen V de un cono circular recto de radio r y

alturah esV = %71’7’2}1, (figura 8.115). Puesto que el drea de la base del

cono es B = r?, se deduce que el volumen del cono es /' = %Bh.

Q

Figura 3.115.

(a) Siun cono tiene un volumen de 40 cm? y su altura es 5 cm, écudl
es el radio de su base?

(b) Siun cono y un cilindro tienen bases y alturas iguales y el volu-
men del cilindro es V, icudl es el volumen del cono?

5. En el prisma que se muestra en la figura 3.116, se tiene que BC = 4,

AB =12y CG = 8.

E H
!
D
Af—
|
|
I
12 !
/‘LE’A” G
B 4 C

Figura 3.116.
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(a) Calcular las dreas de los cuadrilateros ABCD, AEHD y AEFB.
(b) Determinar la longitud de BG vy la longitud de BH.

(c) Determinar el drea del tridngulo BGH .

6. Arquimedes (287 - 212 a. C.) demostré que el volumen de una esfera
es dos tercios del volumen del cilindro circular recto mds pequefio que
puede contenerla. Verificar el resultado de Arquimenes recordando
que el volumen de la esfera es %71’7’3 y siguiendo los pasos sefialados

en los siguientes literales:

(a) Notar que el cilindro mds pequefio que puede contener una esfe-
ra de radio r tiene de base un circulo de radio r y una altura igual
a 2r. llustrar con un dibujo la esfera contenida en el cilindro.

(b) Hallar el volumen del cilindro.

(c) Hallar la razén entre el volumen de la esfera y el volumen del
cilindro.
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41. Introduccion historica

Estamos acostumbrados a usar la idea de “funcién” para expresar una re-
lacién de dependencia entre varias magnitudes; por ejemplo, decimos que
“los precios estdn en funcién de los costos de produccién”. El de funcién
es un concepto unificador. Es un concepto bdsico y general que comprende
las distintas interpretaciones como una tabla de valores, como una curva o
como una férmula. A pesar de ello, se puede decir que su significado actual
es reciente, de 1837 y es debido al matemadtico alemdn Johann Peter Gustav

Lejeune Dirichlet (1805 - 1859).

La evolucién del concepto es de gran interés, se desarrollé con el pa-
so del tiempo, su significado fue cambiando y precisando a través de los
anos. La version mads rudimentaria del concepto de funcion estd presente
en tablillas de arcilla de los babilonios y en papiros de los egipcios. Unos y
otros elaboraron tablas que contenian mediciones de fenémenos observados
tales como la variacién de la luminosidad de la luna en intervalos iguales de
tiempo, o periodos de visibilidad de un planeta respecto a su posicién re-
lativa al sol. Ello tiene un sentido de funcionalidad. Ademads, los babilonios
escribieron multiples tablas de cdlculo. Dos de ellas datan de 2000 a. C. y
corresponden a los cuadrados de los nimeros del 1 al 59, y los cubos de los
numeros del 1 al 32. Existe evidencia de que los egipcios y los babilonios
manejaron las progresiones geométricas.

La nocién de dependencia entre cantidades aparece entre los griegos con
Arquimedes (287 - 212 a. C.) y las leyes de la mecdnica: la primera ley de la
hidrostdtica, descubierta por €l establece que cada cuerpo sélido sumergido
en un fluido es empujado en direccién ascendente por una fuerza igual al
peso del volumen del liquido desplazado por ese cuerpo. Otros ejemplos de
dependencia entre cantidades se encuentran en su trabajo sobre las espirales.
En ellos se dice, por ejemplo, que el drea barrida por el radio en la segunda
vuelta es 6 veces el drea de la primera vuelta. En sus trabajos en geometria,
en el tratado sobre la esfera y el cilindro, destaca la relacién entre el drea y
el volumen de una esfera y un cilindro circunscrito con la misma altura y
didmetro. Arquimedes descubrié que la esfera tiene un drea y un volumen
equivalentes a dos tercios de los del cilindro.

Otro ejemplo de que entre los griegos se usé el concepto de funcién
lo encontramos en las ideas de Ptolomeo (100 - 160), quien calcul6 cuer-
das de una circunferencia, lo que esencialmente quiere decir que calcu-
16 funciones trigonométricas. Pensando una funcién como una relacién que
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asocia elementos de un conjunto con los elementos de otro conjunto, en el
Almagesto de Ptolomeo, podemos decir, abundan las funciones.

Los logaritmos y, por ende, las potencias también aparecieron entre grie-
gos como una herramienta de cdlculo. En el libro Elementos de Euclides

min = g™q", para enteros positivos n y m. Arquimedes

aparece la igualdad a
utilizé la idea de reducir la multiplicacién de dos potencias de un nimero
por medio de la suma de sus logaritmos (exponentes).

Entre los siglos vir y xi11, los drabes mostraron conocimiento de las llama-
das razones trigonométricas. Ya en esa época, ellos tenian tablas de senos y
cosenos, y tablas para la secante, cosecante, tangente y cotangente. Su inte-
rés en la trigonometria se vio potenciado cuando conocieron las tablas ela-
boradas en la India, lo que les permitié sentar las bases de la trigonometria,
como también las del dlgebra y el aritmética. Asi, se puso en evidencia una
concepcién primaria del concepto de funcién: la tabla de valores. Pasarian
otros 600 afios antes de que apareciera la actual nocién de funcién.

Durante la Edad Media, el concepto de funcién tuvo muy poco desarro-
llo. Sin embargo, es necesario anotar que en el siglo x1v, en Oxford, Tho-
mas Bradwardine (1300 - 1349) utilizé un “dlgebra de palabras” para ex-
presar relaciones de tipo funcional. Su idea era utilizar letras del alfabeto
en lugar de nimeros para sustituir cantidades variables y representar con
palabras, las operaciones de suma, resta, etc. Ademds, en Paris, alrededor
de 1361, Nicholas Oresme (1325 - 1382) disefié una versién primitiva de
representacion grafica para modelar la forma en la que varfan algunos fené-
menos naturales. Utilizé segmentos verticales de diferentes longitudes, para
representar diferentes variaciones en una cualidad o un aspecto de un mis-
mo objeto observado, apoyados sobre un segmento horizontal que no tenia
referencia a escala o a posiciones relativas, con la idea de formar una figura
geométrica. Su idea era que las propiedades de la figura geométrica, re-
presentaban propiedades de la cualidad o el aspecto en cuestién. El mismo

m+n m_ n

Nicholas Oresme hall6 la regla a = a™da", para exponentes racionales,

y establecié otras identidades como (ab)% = ar’lzbr’lz, (a’”)zli = (a’”f’)%. Un si-
glo después, en 1484 Nicolds Choquet (1644 - 1722) utilizé las potencias
con exponentes negativos. En esta época se consolidé la funcién exponen-
cial entre los numeros reales y los reales positivos, aunque ninguno de los
términos eran conocidos como tales. En el siglo xvi, en 1544 el matemati-
co alemdn Michael Stifel (1487 - 1567) utilizé por primera vez el término
exponente, construyé la nocién de exponente cero y exponente negativo y
completd el trabajo, introduciendo exponentes racionales arbitrarios.

En el Renacimiento, el desarrollo del concepto de funcién fue impulsa-
do por el uso de simbolos para representar objetos matematicos, como lo
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hizo Francois Viete (1540 - 1603) en 1570. Viete, considerado uno de los
precursores del dlgebra, fue el primero en representar los parametros de una
ecuacion mediante letras. Después lo harfa René Descartes
(1596 - 1650) en 1637. Especialmente en el siglo xv1, los cientificos se plan-
tearon problemas desde el punto de vista experimental y fisico. El estudio
de variables requeria entonces relacionarlas, expresarlas mediante nimeros
y representarlas adecuadamente. Todo esto conllevaba relaciones nuevas,
que se podia verificar de manera experimental. Al estudiar fenémenos na-
turales desde una nueva perspectiva matemadtica, se descubrieron nuevas
interrelaciones y ello implicé un notable progreso de la ciencia.

En los siglos xvii y xvii, matemdticos como Isaac Newton
(1642 - 1726/27), Gottlried Wilhelm von Leibniz (1646 - 1716), los
hermanos Bernoulli, Jacob (1654- 1705) y Johann (1667 - 1748), y otros
muchos, se expresaban en términos de curvas, superficies, dreas y lineas tan-
gentes. De hecho, en el primer libro de cdlculo titulado Analyse des infiniment
petits, pour Uintelligence des lignes courbes (Andlisis de los infinitamente pequefios
para el entendimiento de las lineas curvas) y publicado en 1696 por Guillaume
Francois Antoine, marqués de 'Hopital (1661 - 1704), como ya se indica
en su propio titulo, lo que se estudia son curvas, no funciones. Esto no es ex-
trafio pues los métodos del cdlculo infinitesimal eran todavia muy recientes
y, con frecuencia, sus razonamientos eran confusos. Entonces los matema-
ticos preferian fundamentar sus resultados geométricamente pues, desde
Euclides, se consideraba la geometria como el paradigma de la claridad y la
perfeccién en la deduccion.

El rdapido desarrollo de las matemdticas en esos siglos y en los siglos
siguientes y muy particularmente el desarrollo del concepto de funcion,
se inicia con la publicacion de los trabajos de Galileo Galilei
(1564 - 1642), Descartes, Pierre de Fermat (1601 - 1665), Newton y
Leibniz a partir del afio 1600.

En sus estudios sobre el movimiento, Galileo mostré relacionamiento
entre variables. Es por ello que algunos autores atribuyen a Galileo la intro-
duccién en matematicas, de manera formal, del concepto de funcién como
una relacién entre variables. También Galileo mostré una correspondencia
entre conjuntos. En 1638 consideré dos circunferencias concéntricas con
centro O, la mids grande, 4, con didmetro del doble del didmetro de la mas
pequenia, B. Para cualquier punto P sobre A4, el segmento OP corta B en un
punto Q. Asi Galileo construyé una funcién que aplicaba cada punto de 4
sobre un punto de B. De modo similar, para un punto Q sobre B, la semi-
rrecta de extremo O que contine el segmento OQ, corta A en exactamente
un punto P. De nuevo obtuvo una funcién, esta vez de los puntos en B ha-
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cia los puntos en 4. Aunque la longitud de la circunferencia 4 sea el doble
de la longitud de la circunferencia B, ambas tienen el mismo nimero de
puntos. También establecié la correspondencia uno-a-uno estindar entre
los enteros positivos y sus cuadrados, la cual en términos modernos daba
una biyeccién entre N y un subconjunto propio.

Casi al mismo tiempo que Galileo llegaba a estas ideas, Descartes intro-
ducia el dlgebra a la geometria en “La géométrie” (“La geometria”), uno de
los apéndices del Discours de la méthode (Discurso del Método, 1637). Afirmé
que se puede dibujar una curva al permitir que una linea tome sucesivamen-
te un nimero infinito de valores distintos. Esto de nuevo llevé el concepto
de funcién a la construccién de una curva. También en el Discours de la mét-
hode, Descartes introdujo el sistema de coordenadas, que, si bien no incluia
numeros negativos, si senté las bases del “sistema cartesiano de coordena-
das”, llamado asi en su nombre. Descartes distinguia el concepto de depen-
dencia entre cantidades, el papel de la variable independiente y la variable
dependiente, la dependencia entre las variables expresadas mediante f6r-
mulas, cantidades que permanecen constantes, entre otros. Aunque tenia
ecuaciones para representar ciertas curvas, nunca dio una definicién expli-
cita de funcién. En este periodo Fermat usé ecuaciones para representar
ciertas curvas. En el afio 1629 encontré las ecuaciones de la recta, la cir-
cunferencia con centro en el origen, la elipse, la pardbola y la hipérbola.
Estos hechos, ademads de favorecer la formalizacion del concepto de fun-
cién, marcaron el nacimiento de la geometria analitica.

El primer gran aporte de esta época a la formalizacion del concepto de
funcién surgié en la teoria de fluxiones de Newton en la que las magnitudes
estdn descritas como movimientos continuos, de manera tal que la variable
dependiente se va generando en forma continua a partir de la variable inde-
pendiente. Newton utilizé la palabra genita, que en latin significa “generada”
o “nacida”, para referirse a expresiones de la forma Az". Para varios autores,
genitum surge como la primera expresion usada para referirse al concepto
de funcion.

Como otros términos en matemdticas, inicialmente la palabra funcién
fue empleada con su significado usual (no matemadtico). En 1692, en su ar-
ticulo De Linea Ex Lineis Numero Infinitis Ordinatim Ductis, Leibniz usé por
primera vez las palabras célculo diferencial.

En este periodo se realiza el paso a exponentes reales y la consolidacién
de los logaritmos con John Napier, barén de Merchiston, llamado también
Neper o Nepair (1550 - 1617). Como Arquimedes, ¢l buscaba una forma
rapida de hacer multiplicaciones. Introdujo el nimero e como base de expo-
nenciales y logaritmos. El relojero y matematico suizo Joost Biirgi o Jobst
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Biirgi (también conocido por su forma latinizada Byrgius) (15652 - 1632)
en ocasiones es considerado como el inventor de los logaritmos porque ha-
cia 1600 elaboré una tabla en que cacul6 potencias de la misma base, tabla
que solo publicé en 1620. Habitualmente, el crédito del descubrimiento
de los logaritmos se otorga al britdnico John Napier, quien fue el prime-
ro en publicar su trabajo, lo que hizo en 1614. El reverendo Henry Briggs
(1561 - 1630) contribuyé a difundir los logaritmos de Napier e impulsé la
utilizacién de los logaritmos en base 10 o Briggs, muy apreciados por su
menor complejidad de cdlculo. El elaboré las primeras tablas de logaritmos
en esa base, como también calculé diversas tablas trigonométricas.

En 1748 el concepto de “funcién” tomé relevancia en matematicas cuan-
do el matemdtico, fisico y filésofo suizo Leonhard Paul Euler
(1707 - 17838) en su libro Introductio in Analysis Infinitorum, en el capitu-
lo sobre las funciones, se centré en el concepto de funcién de una cantidad
variable como cualquier expresién analitica formada a partir de esa canti-
dad variable y constantes. Se entendia que expresién analitica significaba
expresion formada por las operaciones de suma, multiplicacién, potencias,
raices, etc., que inclufan series, fracciones, productos infinitos y primiti-
vas. Euler distingui6 entre varios tipos de funciones segin que puedan o
no representarse por medio de una sola expresién analitica. Fue él quien
introdujo la notacién f(x) para indicar el valor de una funcién f en un
valor x de la variable. Introductio in Analysis Infinitorum cambiaria la ma-
nera en la que los matemadticos pensaban sobre conceptos como el seno,
el coseno, la tangente, etc. Antes de Euler se consideraban como lineas
relacionadas con el circulo. Fue él quien introdujo el acercamiento funcio-
nal. Para Euler el andlisis matematico es la ciencia general de las variables y
sus funciones.

Entre los afios 1750 y 1801, el concepto de “funcién”, en el sentido en-
tendido por Euler geners polémica y ocupé a muchos matematicos de Eu-
ropa. La discusién se centraba en si una funcién debia o no ser expresada
mediante una sola férmula. La necesidad de precisar el concepto de funcién
surgi6 al tratar de determinar el comportamiento al vibrar, de una cuerda
eldstica tensa, sujeta por sus extremos, y en el estudio de la propagacion del
calor. Se destacaron los estudios de Daniel Bernoulli (1700 - 1782), Jean-
Baptiste le Rond d’Alembert (1717 - 1783) y Jean-Baptiste Joseph Fourier
(1768 - 1830). En 1801, el trabajo de este ultimo permitié concluir que
lo mds importante es precisar los valores que toma la funcién y que no es
esencial si esos valores se pueden expresar de una o de varias maneras. Ello
corresponde a la idea de Gustav Dirichlet (1805 - 1859), quien fue el pri-
mer matematico en dar una definicién satisfactoria, la que se maneja en la
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actualidad, es decir que una cantidad variable y es funcién de la cantidad
variable x si a cada valor de x le corresponde un solo y determinado valor
de y. En este caso, x es la variable independiente.

El mismo Dirichlet inicié, casi de inmediato, la siguiente etapa en el
desarrollo del concepto de funcién al sugerir que una funcién podia ser ex-
presada, incluso, solamente con palabras. La intencién era desligar el con-
cepto de funcién de fenémenos fisicos o de férmulas concretas.

En el siglo xx el concepto de funcién se desligé del uso de variables nu-
méricas, ya no era necesario que la variable independiente fuera un nimero
real o complejo, o que los valores de la funcién lo fueran. El concepto al-
canz6 los altos grados de generalidad con los que se le conoce hoy en dia,
cuando se consideran funciones definidas sobre conjuntos arbitrarios con
valores en conjuntos arbitrarios.

4.2. El plano cartesiano

Como vimos en la seccién 1.5, escogido un punto de la recta para repre-
sentar el mimero 0 y otro punto, a la derecha de ese, para representar el 1, a
cada nimero real podemos asignar un punto de la recta y, reciprocamente,
a cada punto de la recta podemos asignar un nimero real. También a cada
pareja ordenada (a, b) de nimeros reales hacemos corresponder un punto
del plano y a cada punto del plano una pareja ordenada, de la manera que
veremos enseguida: establecemos un sistemade coordenadas rectangulares
o cartesianas en un plano, dibujando dos rectas coordenadas, perpendicu-
lares entre si, una horizontal y una vertical, llamadas ejes coordenados. Su
punto de corte, llamado origen del sistema, se nota 0. La recta horizon-
tal es el eje X o eje de las x 0 abscisas y la vertical es el eje Y, eje de las y
u ordenadas. La mitad positiva del eje X se extiende hacia la derecha y la
mitad positiva del eje Y se extiende hacia arriba. Los ejes dividen el plano
en cuatro partes llamadas cuadrantes primero, segundo, tercero y cuarto
usualmente sefialados con 1, 1, m y 1v. Los puntos de los ejes no estdn en
ninguno de los cuadrantes.

Ya establecido un sistema de coordenadas, si dado un punto P del plano
trazamos una recta vertical que pase por P, ella corta el eje X en un punto
cuya coordenada llamamos « y trazamos una recta horizontal que pase por
P, ella corta el eje Y en un punto cuya coordenada llamamos 6. Al punto
P le asociamos la pareja ordenada (a, b). a es llamada la coordenada x o
abscisa de P y b la coordenada y u ordenada de P. Decimos que P tiene
coordenadas (a, b) y escribimos P(a, b) (figura 4.1). Reciprocamente, si para
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una pareja ordenada (a, b) de nimeros reales cualesquiera, trazamos una
recta vertical que corte el eje X en el punto de coordenada @ y trazamos una
recta horizontal que corte el eje Y en el punto de coordenada b, esas rectas se
intersectan en un punto P. Este punto se asocia a la pareja. Las coordenadas

de P son (a, b) (figura 4.2).

R
1I I
b P(a;b)
a X
111 I\Y%
Figura 4.1.
(~4,8) 4 4,3)
@ 3 °
2
1

- °
‘/T.‘ _3| (2,-2)
(-V3,8)
Figura 4.2.

Usualmente nos referimos al punto correspondiente a una pareja orde-
nada (a, b) como el punto de coordenadas (a, b). El plano dotado de un
sistema de coordenadas cartesianas es el plano cartesiano.

4.21. Formula de la distancia

En el plano cartesiano, mediante la aplicacién del teorema de Pitdgoras, po-
demos hallar la distancia entre dos puntos, sean estos P(x1, y1) y Q(x9, y9).
La distancia entre ellos es la hipotenusa del tridngulo rectingulo cuyos vérti-
ces estdn en los puntos P(x1, y1), Q(xe, y2) y R(xe, y1) (igura 4.3). El vértice
R corresponde al dngulo recto.
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Q(xg, y2)

P(x1,y1)  R(xg,y1)

Figura 4.3.

La distancia entre P y Q es entonces

d(P,Q) = \/(xz —x1)? + (yg — 1)
Notemos que, por tratarse de cuadrados de nimeros reales,
(@ —11)* = (r1—22)® y (a-y1)* =01 -y
asi que d(P, Q) =d(Q, P).

Otras propiedades de la distancia son las siguientes:
1. d(P,Q)>0yd(P,Q)=0si,ysolosi, P =Q

2. Si R es cualquier otro punto del plano d(P, Q) < d(P, R) + d(R, Q).
Esta es la desigualdad triangular. La igualdad se presenta cuando los
puntos estan alineados.

Q(xg, y9)
P(xy,y1) R(xg, y1)

Figura 4.4.

Ejemplo 4.1.
1. () SiP(-1,3)yQ(2, —1) entonces

AP, Q) = (@ - (~1))2 + (-1 - 3)?
N CEST;
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(b) SiP (\/5, \/ﬁ) y 0 (—\/g, \/5), entonces

d(P, Q) = \/(—\/5 - \/5)2 + (\/5 - «/5)2

:\/8+2\/6+2+2—2\/6+8
= V10.

2. Los puntos P(6, —3), Q(1, =5) y R(=3, 5) son los vértices de un tridn-

gulo rectangulo. En efecto,
dP,Q* =(1-6%+(-5+8)%=25+4=29
dQ,R?=(-8-12+(5+5?=16+100=116
d(P,R? =(-83-6)%2+(5+3)>=81+64 =145
Asi
d(P,R)* =d(P,Q)* +d(Q, R)*.
P, Q y R son los vértices de un tridngulo rectingulo cuyos catetos
son el segmento que une los puntos P y Q y el segmento que une los

puntos Q y R y cuya hipotenusa es el segmento que une los puntos P
y R.

El punto medio (ver definicién 3.2.4) del segmento que une dos pun-
tos, es el punto del segmento que equidista de los puntos dados. Si es-
tos son P(x1,y1) v Qxe,ve) vy R es el punto medio, entonces
d(P,R) =d(R, Q). Supongamos que x| < xg (figura 4.5).

(w2, ¥9)
Y2 Q
Yitye
Py, y1), 2
N
X xlj’v’@ X9
Figura 4.5.

Sobre el eje X, el punto medio entre los puntos de coordenadas x1 y x9
tiene coordenada dada ast:

+x2—x1 X1 + X9
X1 =
2 2
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De manera de similar, sobre el eje Y, el punto medio entre los puntos de
coodenadas y; y y9 tiene coordenada yl(%

equidista de P y

Veamos que el punto R de coordenadas (2522, 21522)

Q. Veremos después que R pertenece al segmento PQ, es el punto medio
entre Py Q:

S L S R

N A o

Como d(P, R) =d(R, Q), R es el punto medio entre Py Q.

Notemos que una aplicacién de la férmula de la distancia permite de-

ducir la ecuacién de la circunferencia y la descripcién del circulo. Si el
centro de la circunferencia es el punto C (&, k) y llamamos r > 0, la dis-
tancia fija que debe haber entre el centro y los puntos de la circunferencia,
entonces cuaquier punto P (x,y) que pertenezca a esta cumple la condi-
cién d(P, C) = r, esto es \(x —h)2 + (y —k)? = r, la cual es equivalente a
(x-h)?+(y—k)?=r2

Esta es la ecuacion de la circunferencia de centro (h, £) y radio r. En par-

ticular, si el centro es el origen (0, 0) del sistema de coordenadas, la ecuacién

toma la forma 22 + y? = r2.

Ahora bien, un punto P(x,y) pertenece al circulo de centro C(h, k) y
radior sid(P, C) <r, esto es, (x — h)2+ (y — k)2 < r o (x—h)2+(y—k)% < r2.
Si el centro es el origen (0, 0) del sistema de coordenadas, la inecuacion

toma la forma 22 + y2 < r2.

(h, k)

Figura 4.6.
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Ejemplo 4.2.
1. La ecuacién de la circunferencia de centro C (-3, 1) que tiene radio
4 es
(x = (=8)* +(y-1)" =4
z+8)2+(y-1)?%=16
esto es,

22 +6x+9+y2 -2 +1=16

de donde tenemos que

22 +y2+62 -2y -6 =0.

2. La ecuacién 22 + y% — 82 + 7y = 0 corresponde a una circunferen-
cia. Vamos a determinar su centro y su radio. Para ello, completamos
cuadrados:

22 +y2—8x+7y=0
22 -8x+y2+7y=0

7\? 7\?
x2—8x+42+y2+7y+(§) =42+(—)

7)2 49 113

(x—4)2+(y+§

V113
2

Asi, se trata de la circunferencia de centro C(4, —%) y radio

4.3. Funciones y sus graficas

En la vida diaria oimos afirmaciones como las siguientes: el precio del trans-
porte depende del precio de la gasolina, el consumo de energia en una per-
sona que hace ejercicio, depende de la intensidad de este, la temperatura
de un lugar situado en el trépico depende de su altura sobre el nivel del
mar, la oferta de un producto determina el precio del mismo, el nimero de
individuos de una poblacién varia con el tiempo. Esa idea de que un dato
depende, estd en funcién o varfa con otro aparece frecuentemente en fisica
(el espacio, por ejemplo, recorrido por un mévil en una unidad de tiempo
depende de la velocidad) y naturalmente, en matematicas (el drea del circu-
lo es funcién del radio, el volumen de un cono de base fija depende de la
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altura). Con respecto a estos dos tltimos ejemplos, si 4 denota el drea y r
el radio del circulo, para indicar que 4 depende de r, se escribe A(r). Si V’
denota el volumen del cono y & su altura, para indicar que / depende de £,
se escribe V(). Especificamente se tiene

Ary=nr? v V() = éBh
donde B es el drea de la base del cono. Asi
AB)=9r, V(2) = gB.

Definicién 4.3.1. Sea D un subconjunto no vacio de R, el conjunto de
los nimeros reales. Definir una funcién f de D en R es asociar a cada nime-
ro real x de D un tnico nimero real notado f(x) (leido f de x). El conjunto
D es el dominio de /. Se dice también que / estd definida sobre D. El nu-
mero real f(x) es la imagen de x por f. El rango de [ es el conjunto de la
imdgenes f(x) con x en D, x es la variable independiente y, si y = f(x), y
es la variable dependiente. Dos funciones f y g son iguales si sus dominios
son iguales y f(x) = g (x) para todo « del dominio.

Ejemplo 4.3.

1. a) Consideremos el siguiente conjunto: {(1, 2), (2, 4), (4, 8)}. Sia
la primera componente de cada una de las parejas asociamos co-
mo imagen la segunda componente, obtenemos una funcién cu-
yo dominio es {1, 2,4} y cuyo rango es {2, 4, 8}.

b) Si procedemos de la misma manera con el conjunto de parejas
{(1, 1), (1, 2), (1, 8)} no obtenemos una funcién puesto que al
unico elemento del dominio estarfamos asociando mds de una
imagen.

2. Como en la primera parte del ejemplo anterior, el conjunto de parejas
{(n,n+1):n € Z} define una funcién cuyo dominio es el conjunto Z
de los nimeros enteros. La imagen de un entero n es el siguiente
entero n + 1, es decir, s(n) = n + 1. El rango es también el conjunto
Z.s(n) =n + 1 se llama el sucesor de n.

3. Sea D = R. Si a cada elemento £ € D asociamos como imagen
g (x) = 2% obtenemos una funcién cuyo dominio es, segin lo hemos
escogido, R. Su rango es el conjunto de los nimeros reales no ne-
gativos. Una funcién como esta usualmente se expresa simplemente

. .. 2
mediante la ecuacién y = x~.
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4. Las funciones constantes son de la forma f(x)=¢, para todo x, don-
de ¢ es una constante fija. Las funciones lineales: son de la forma
f(x) = mx + b, conm # 0. Entre estas se halla la funcién identi-
dad 7, tal que I(x) = x. Las funciones cuadraticas: son de la forma
f(x) = ax® + bx + ¢ con a # 0. De estas funciones nos ocuparemos
mads ampliamente en secciones posteriores.

5.S8ean D = Ry f(x) = 22 + 8x + 1 parax € D. El rango de f es
Ry ={f(x) : x € D} = {y € R:y = f(x), para algin x € D}.
Vamos a precisarlo. Si suponemos que un nimero real y pertenece a
ese conjunto, entonces existe algin nimero real x tal que

y=f@)=2?+8x+1

es decir, tal que
2 +8r=y-1

Para hallar el valor de x, completamos el cuadrado en el miembro
izquierdo de la igualdad y tenemos

3\2 3\2
2 © — e
x +3x+(2) y l+(2)

Lo
YTy

/_\

]

+
NO| Co
—_

2o

Il

2 A
Como (x + §) > 0, de esta tiltima igualdad tenemos que y+3 > 0, es

DO

decir, y > —%. Esta es una condicién necesaria para que y pertenezca
aRy. AsiRy € [-3, o).

De la dltima igualdad deducimos que

3 5+4y
r=-g 1
3 No+dy
TTet g
-3 +45+4y
- 2
Quiere decir que cada nimero real y > =3, esimagen de x = _3%\/@,

con lo cual y € Ry. En consecuencia, el rango de / es [—%, oo).
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6. Estas son algunas funciones de dominio D = [-1, 1]:

a) f(x) = V1 — 22 para todo x € D. Su rango es el intervalo [0, 1].
b) g(xr) = —V1 — 22 para todo x € D. Su rango es el intervalo

[-1,0].
O hx) = V1 — 22, parax talque -1 <2 <0
] —-V1-22, paraztalque 0 <z < 1

Su rango es el intervalo [-1, 1].

7. Siuna circunferencia tiene longitud L, el drea del circulo limitado por
ella, expresada como funcién de L, es

L 2
AlL) =n (%)

8. Para elaborar una caja de base cuadrada sin tapa se emplea un cartén
cuadrado que tiene 20 cm de lado. En cada una de las cuatro esqui-
nas se corta un cuadrado cuyo lado tiene longitud x, de acuerdo con
la figura 4.7. Luego se unen los bordes adyacentes de longitud x de-
terminados sobre el cartén. El volumen de la caja, expresado como

funcién de x es V' (z) = 2(20 — 2x)2.

20 - 2x

20 - 2x

Figura 4.7.

Frecuentemente el dominio de una funcién f no estd indicado. Se toma en-
tonces como dominio el conjunto de los niimeros reales para los cuales /(x)
representa un nimero real. Ese conjunto es llamado el dominio natural
de f. Lo notamos Dy.

Ejemplo 4.4.
1. El dominio natural de la funcién f(x) = Va2 — 1 es

Df:{xeR:f(x)eR}:{xeR: xﬁ—leR}
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para que esta raiz cuadrada dé como resultado un nimero real, se
requiere que el radicando 2%—1 no sea negativo, con lo cual z2—1 > 0.
Asi,

Df={x€R:f(x)€R}={z€[R: xQ—leR}
={x€R:x2—120}
={xeR:(x-1)(x+1)=0}
= (_005 _1] U [1) OO)

2. Sif(x) = ﬁ el dominio natural de f es
Di={reR:f(x)eR}={reR:2a%-120}

Puesto que 1 es el unico valor real de x para el cual 23 — 1 = 0, este
conjunto es

Dy={xeR:x#1}=R\{l}.
En adelante nos referiremos al dominio natural de una funcién como
el dominio de la funcién, simplemente.

Dada una funcién f, hacer la evaluacién de f en un valor (nimero)
a de su dominio consiste en calcular f (a), la imagen de @ por /. Para
ello basta reemplazar la variable independiente por « en la expresién
de f (x) y realizar las operaciones que quedan indicadas.

Ejemplo 4.5.

1. Si f(z) = 2% + 2 + 1, al evaluar la funcién en 2, 0 y —1 obtenemos,
respectivamente:

f@)=2+2+1=11
f(0)=0*+0+1=1
f-D)=(-12-1+1=-1

2. Sea f(x) = 222 + 1 al evaluar esta funcién en 2, 8 y 5 obtenemos

f@)=2-22+1=9
f@)=2-82+1=19
[G)=2-5*+1=51

Si comparamos estas imagenes vemos que f(2) + f(3) # /(2 + 3).
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Para a y b nimeros reales cualesquiera,

fla) =24® + 1
f(b) =27 +1
fla+b)=2a+b)?*+1
=9(a® + 2ab +b%) + 1
=92a® + dab + 2% + 1.
Asi, f(a+b) = f(a)+f(b) solosi 2a® +4ab+20%+1 = 2a® +1+2b% + 1

solosidab =1, casoenelcual a #0,b #0vy,b = ﬁ De modo que
en general, f(a +b) # f(a) + [ (b).

3. Sea g (x) = 2x. Para a y b nimeros reales cualesquiera,

gla+b)=2(a+b)=2a+2b=g(a)+ g(b)

4. Sea f(x) =22 - 22 + 2.
f(4)=42-2.4+2=10
J@+h)=@+h)* =24 +h)+2=h%+6h+10
y si h representa un nimero real distinto de cero, entonces

[A+h)~fA) _h2+6h _h(h+6) _

) ; 7 h+6

5. Sif(x) =L yhrepresenta un nimero real distinto de cero, entonces
X

a—(a+h) a—a—,
fa+b)-f@) Fr-% Gme G -h 1
h B h T h b h(a+h)a  a®+ha

6. Al evaluar en 3 la funcion V' (r) = %nrg, el volumen de una esfera
como funcion del radio, obtenemos

4
V(8) = §7r33 = 367.

Nota: como en los ejemplos anteriores, las funciones pueden ser denotadas
con letras distintas de f y la variable independiente puede ser denotada con
letras distintas de x.



Funciones e« 193

Definicién 4.3.2. La representacion gréfica, o simplemente, la grafica
de una funcién f de dominio D, es el conjunto de los puntos (x, ¥) del plano
cartesiano tales que x € D yy = f(x). Se dice que la grifica representa f o
que la grdfica tiene ecuacion cartesiana y = f(x).

Notemos que la grifica de una funcién no puede contener dos puntos
que coincidan en la abscisa (primera coordenada) y difieran en la ordenada
(segunda coordenada), puesto que para cada elemento x del dominio de la
funcién existe solamente un real ¥ que es su imagen. Luego, en la grdfica de
una funcién no vamos a encontrar dos o0 mds puntos que estén en la misma
recta vertical, es decir, ninguna recta vertical puede intersectar la grafica de
la funcién en dos o mds puntos. Este es el criterio de la recta vertical.

Asi, una circunferencia que tiene su centro en el origen del sistema, no
es la representacion grdfica de una funcién puesto que, por ejemplo, la recta
vertical que pasa por el origen, contiene dos puntos de la circunferencia. En
general, si el centro de esta es el punto C (, k) y el radio es r, el segmento
que une los puntos (h — 7, k) y (b + 7, k) es un didmetro de la circunferencia
y toda vertical que lo corte en un punto que no sea un extremo, intersecta
la circunferencia en dos puntos (figura 4.8).

La situacién cambia si consideramos solamente la semicircunferencia su-
perior o solamente la semicircunferencia inferior. En la circunferencia de
centro (0, 0) y radio r équé valores de y corresponden a cada x? Dado que

la ecuacion de esa circunferencia es 2% + y2 = 72 entonces y? = 2 — 22. Asi

que a cada x corresponden y = Vr2 — 22 y y = —Vr? — 22 que son iguales
si, y solo si, 22 = 2, si, y solo si, x = +r. Con esto, a todo x en el inter-
valo abierto (-, r) corresponden dos valores distintos de y. Al asignar a
x solamente la raiz cuadrada positiva, y = Vr2 — 22, tenemos una funcién

f (x) = Vr2 — 22 cuya gréfica es la semicircunferencia superior. Al asignar a

x solamente la raiz cuadrada negativa, y = —Vr2 — 22, tenemos una funcién
g (x) = —=Vr2 — 22 cuya grifica es la semicircunferencia inferior. El dominio

de cada una de ellas es el intervalo cerrado [-r, r] (figura 4.8).
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Y
y T
4t T
ol ™ N @y
\ L (h, k) J
4
x x
N
(ac—h)2 +(y—k)2 =72
y T y o]
4 4+
21 9t
4 -9 9 4 4 4
x x
_9l
44
y=V9—x2
Figura 4.8.

Transformaciones de funciones y de graficas

Un método para estudiar algunas funciones y para trazar sus graficas es
compararlas con otras conocidas o simples. Consideremos, por ejemplo,
la funcién f(x) = a? y comparemos las grdficas de las funciones f, g tal
que g(x) = f(x —2) y htal que h(x) = f(x + 2); esto es, las gréficas de
las ecuaciones y = f(x),y = f(x — 2),y = f(x + 2) todas de dominio R
(hgura 4.9).
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— N W A~ OO

3-9-1] 1 2 3
y=a® y= (-2
(1) (@)

“4-3-9-1 ) 1
¥ =+ 92
3)

Figura 4.9.

Las curvas tienen la misma forma pero al reemplazar x por x — 2 en la
ecuacion vy = f(x), obtenemos la ecuacién y = f(x — 2) cuya grafica es la
gréfica de la ecuacion y = f(x) desplazada dos unidades a la derecha. Al
reemplazar x por x + 2, en la ecuacién y = f(x), obtenemos la ecuacién
y = f(x + 2) cuya grdfica también es la grdfica de la ecuacién y = f(x),
desplazada esta vez dos unidades hacia la izquierda.

Este es otro hecho general: si @ > 0, podemos hallar la grifica de la
ecuacion y = f(x—a) por una traslacién de la gréfica de la ecuaciény = f(x)
un nimero a de unidades hacia la derecha y podemos hallar la grifica de la
ecuaciony = f(x+a) por una traslacion de la grafica de la ecuacion y = f(x)
un nimero a de unidades hacia la izquierda. Expresado de otra manera, si
g@) = f(x—a)y h(x) = f(x + a), las gréficas de las funciones g y & se
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pueden obtener por traslacién horizontal de la gréfica de la funcién f, «
unidades hacia la derecha en el caso de g y a unidades hacia la izquierda en
el caso de h.

Hacer una traslacién vertical de la grifica de una funcién f/ un nimero b
de unidades corresponde a aumentar el valor de la segunda coordenada v,
en b unidades, donde b > 0O si la traslacién es hacia arriba, y corresponde a
disminuir la segunda coordenada en & unidades si la traslacién es hacia aba-
jo. En el primer caso, se tiene la grdfica de la ecuacién y = f(x) + b y, en el
segundo caso, la de la ecuacion y = f(x)—b (figura 4.10). Notemos que a estas
ultimas se llega cuando en la ecuacion y = f (x) se reemplaza y por y —b o por
y + b, segtin sea el caso. En el primero obtenemos la ecuacién y — b = f(x),
la cual es equivalente a la ecuacién y = f () + b. Al reemplazar y pory + b
obtenemos, y + b = f(x) que es equivalente a y = f(x) — b. Expresado de
otra manera, si g(x) = f(x) + by h(x) = f(x) — b, entonces las grificas de las
funciones g y & se pueden obtener por traslacién vertical de la gréfica de la
funcién f, b unidades hacia arriba en el caso de g y b unidades hacia abajo
en el caso h.

8t 81

7t 7t

61 61

51 51

41 41

31 —
91 91 1/2 38
1t 1t

-3-2-1, 123 -3-2-1, 123
y =2 y=z2+3 y=z2-3
(1) (2) (3)
Figura 4.10.

Por otra parte, consideremos un nimero positivo @, a > 0, y el efecto de
multiplicar un valor de la variable independiente x por a. En este andlisis
distinguiremos dos casos, a > 1y 0 < a < 1.

o (Casoa>1.

Sia > 1yax > 0, entonces ax > z, asi que, sobre el eje X, el punto de
coordenada x estd mds cerca del origen que el punto de coordenada ax. En
consecuencia, para todo valor y, la pareja (z, y) estd mas cerca del eje Y que
la pareja (ax, y).
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Sia > 1yax <0, entonces ax < x, asi que, sobre el eje X, el punto de
coordenada x estd mds cerca del origen que el punto de coordenada ax. En
consecuencia, para todo valor y, la pareja (x, y) estd mds cerca del eje Y que
la pareja (ax, y).

Con esto tenemos que si / es una funcién y g es la funcién definida
asi: g(x) = f(ax), entonces, en este caso (@ > 1), g le asocia al valor x de
la variable independiente, el valor g(x) = f(ax), es decir, el valor que [
asocia al valor ax, que sobre el eje X se halla mds alejado del origen que ,
como mencionamos antes. Ahora, como g(x) = f(ax), siy es este valor, a la
grifica de la funcién g pertenece el punto (z, y) y a la grdfica de la funcién
[ pertenece el punto (ax, y). El primero, (z, v), estd mas cerca del eje Y que
el segundo.

En consecuencia, la grifica de la funcién g, es decir, la gréfica de la ecua-
cion y = f(ax), se puede obtener de la grifica de la funcién f, que es la
gréfica de la ecuacién y = f(x), mediante una compresién o contraccién
horizontal de factor a.

e Caso0<ax< 1

En este caso, axr < x parax > 0y ax > x para x < 0. Asi que sobre
el eje X, el punto de coordenada x estd mas lejos del origen que el pun-
to de coordenada ax. Entonces, si y = f(ax), en el plano cartesiano el
punto de coordenadas (x, v) estd mds lejos del eje Y que el punto de coor-
denadas (ax, y) = (ax, f(ax)).

En consecuencia, la grifica de la funcién g, es decir, la gréfica de la ecua-
cion y = f(ax), se puede obtener de la grifica de la funcién f, que es la
gréfica de la ecuacién vy = f(x), mediante una expansién o dilatacién hori-
zontal de factor a.

En resumen, supongamos que, en la ecuacion y = f(x), reemplazamos
Z por ax, con a una constante positiva. Si @ > 1, entonces cada valor de
la variable independiente x tendrd como imagen la de ax, con ax > x. Asi
la grifica de y = f(ax) se obtiene mediante una compresion horizontal de
factor a de la grifica de f(x). Si 0 < a < 1, la grifica de la funcién que
resulta, es decir, de y = f(ax), se puede obtener de la de f(x) mediante una
expansion horizontal de factor ¢ (figura 4.11).
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Figura 4.11.

Por otra parte, la grdfica de la ecuacién y = af(x) se puede obtener de
la grafica de la ecuacién y = f(x) mediante una compresién vertical de
factor a si 0 < a <1 y mediante una expansién vertical de factor a si a > 1

(figura 4.12).
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y = 5 (¢° = 9z) trazo continuo
Figura 4.12.

Finalmente, la grifica de y = f(—x) se puede obtener de la grifica de
la ecuacién y = f(x) mediante una reflexién horizontal en el eje Y y la
grafica de la ecuacién y = —f(x) se puede obtener de la graifica de la ecuacién

y = f(x) mediante una reflexién vertical en el eje X (figura 4.13)
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Figura 4.13.
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Ejemplo 4.6. Sea h(x) = 422 — 8x + 8. Como h(z) se puede expresar asi
hx)=2x-22-1=2@-1)*-1

entonces la gréfica de A(x) (figura 4.14), se puede obtener a partir de la gra-
fica de la funcién i(z) = 22 por una secuencia de transformaciones cada una
de las cuales da lugar a una curva cuya ecuacién aparece frente a la trans-
formacion en esta lista:

Funcién dada i(z) = 22

» Compresién horizontal de factor 2: j(x) = i (22) = (2x)?

» Traslacién horizontal hacia la derecha de una unidad:

k(x) = jlx - 1) = (2(x - 1))

s Traslacién vertical hacia abajo de una unidad:

l(x)=k(x)-1=2@-1)2-1

y =22 trazo punteado

y = (2z)? trazo segmentado
y = (2(z - 1))? trazo punteado y segmentado

y = (2 ~-1))2 -1 trazo continuo

Figura 4.14.
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4.4. Algunas familias de funciones

Estudiamos ahora tres familias de funciones: las funciones lineales, las fun-
ciones cuadrdticas y las funciones exponenciales.

4.4.2. Funciones lineales y funciones cuadraticas

¢ Funciones lineales

Consideremos el siguiente problema: una comparifa fabrica ldpices y sus
costos fijos (como arriendo) ascienden a la suma de dos millones de pesos.
Si el costo de fabricar un lipiz es de 400 y el precio de venta es de 600
y x representa un ndmero de ldpices, entonces el costo de producirlos es
de 400x+2 000000 mientras que los ingresos que produce su venta son de
600zx. Asi, las ganancias de la fibrica estdn representadas por la funcién

f(x) = 600x — (4002 + 2000000) = 2002 — 2000000

Queremos ademds determinar cudntos lapices debe vender la fabrica para
obtener una ganancia de 6 millones de pesos, esto es, buscamos x tal que

f(x) =200x — 2000000 = 6000000

es decir, tal que

2002 = 8000000

Entonces

z=40000

Una funcién como f es una funcién lineal. En general:

Definicién 4.4.1. Una funcién / es una funcién lineal si la imagen de la
variable independiente x se expresa en la forma f(x) = mx + b para algunas
constantes m y b.

Sim # 0, la grifica de f es una recta que intersecta el eje X en el punto

(—%, 0) e intersecta el eje Y en el punto (0, b), pues [ —%) =0y f(0) =b.
Sim = 0, es decir, si f (x) = b paratodo x € R, f es una funcién constante
y su grafica estd formada por los puntos (z, ¥) del plano cartesiano tales que
x € Ryy=f(x)=>b. La gréfica es entonces una recta horizontal.
Notemos que una recta vertical estd formada por los puntos de coordena-
das (a, y) donde @ es un nimero fijo y y recorre el conjunto R. Su ecuacién

es x = a y no corresponde a una funcién.
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Ejemplo 4.7.

1. La funcién f(x)=2x + 3 tiene como grdfica una recta a la cual perte-
necen lo puntos (0, 8) y (1, 5) puesto que f(0)=38y f(1)=5 (figura
4.15 (1)).

51 51
41 41
3 31
2
11 11
3 -3-2-1,/ 123
_9l
y=2
(2)
Figura 4.15.

2. La grdfica de la funcién f(x) = 2 estd formada por los puntos (z, y)
del plano cartesiano tales que x € Ry y = 2 (figura 4.15 (2)).

La funcién f(x) = mx + b estd determinada por los nimeros reales m
y b. Este udltimo se llama término independiente. El coeficiente m de x es
la pendiente de la recta y, si la gréfica de la funcién pasa por los puntos
Q (x1,y1)y P (x9, y9), donde &1 # x9, entonces y| = max1 +byyg = mxg +b,
esto es, b = y; —mx] = yg — mxg, de donde

Yo =N
m =
X9 — X1

Ahora, yg — y1 representa el cambio que se produce en la coordenada y al
pasar de Q a P y x9 — x] representa el cambio que se produce en la coorde-
nada x al pasar de Q a P. Asi, m es la razén entre el cambio en y y el cambio
x. Para puntos cualesquiera que satisfagan la ecuacion, esta razon tiene el
mismo valor, es decir, no depende de los puntos considerados.

Sim > 0 la recta asciende (figura 4.16) y si m < 0 la recta desciende
(figura 4.16). A una recta vertical no se le define pendiente.
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5 5

4 4

3 3

2

1 1

~32-1[/123 —8-2-1;] 1 2 3
_% )
y=38x—2 y=-2x+1
(1) (2)

Figura 4.16.

Dados una constante m y un punto Q (x1, y1), los puntos P (z, y) situados
sobre la recta que contiene el punto Q y tiene pendiente m estdn caracteri-
zados por la condicién

Y-y
m=——.
x—x)
Una ecuacion y —y; = m (x — x1) es la forma punto-pendiente de esa recta.

Ejemplo 4.8. La recta que pasa por los puntos (4, —3) y (6, 8) tiene

pendiente

_8-(=3) 11

6-4 2
y dado que pasa por el punto (6, 8), una ecuacién punto-pendiente de esa
recta es

y-8= 56

Como la recta pasa por el punto (4, —3), también
11
y+3= ?(x -4)

es ecuacion punto-pendiente de esa recta.
Cada una de esas dos ecuaciones se convierte en la ecuacion

11
yz;x—25

Cualquier recta no vertical corta al eje Y. Si (0, b) es el punto de corte de
una recta no vertical con el eje Y y m es la pendiente, una ecuacién de la
recta es

y—b=m(x-0)

esto es,
y=mx+b

Esta es la forma pendiente—interseccion de la ecuacion de la recta.
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Ejemplo 4.9.

1. La pendiente de la recta que tiene ecuacién y = —4x + 2 es —4 (figu-
ra 4.17 (1)). La recta intersecta al eje Y en el punto (0, 2).

2. Laecuacion de una recta vertical es x = @ donde a es la abscisa de cada
uno de sus puntos (figura 4.17 (2)). Una recta vertical no representa
una funcion.

54,
44,
34,
24,
: : : : : : 1+
—3—2—110 1 2 3 — ‘
—3—2—_110 1 2 3
2 ol
y=4x+2 =9
(1) 2)

Figura 4.17.

Cualquiera sea la forma de la ecuacién de la recta, es equivalente a una
ecuacion de la forma Ax + By + C = 0 donde A, B y C son constantes y 4
y B no son simultdneamente iguales a 0.

Reciprocamente, la grafica de una ecuacién de esta forma es una recta.

En efecto, si B = 0y A # 0, la ecuacién es x = _79 cuya grdfica es una

recta vertical. Si B # 0, la ecuacion puede llevarse a la forma y = %x - %
cuya grafica es una recta no vertical. Si, ademds, 4 # 0 la recta tampoco es
horizontal.

La ecuacién lineal Ax+By+C = 0, donde A y B no son simultdneamente
nulos, es la ecuacién general de la recta. Cuando dos rectas se hallan en el
plano, podemos expresar su posicién relativa mediante sus pendientes. Asi
tenemos que dos rectas son paralelas si, y solo si, tienen la misma pendiente.

Teorema 4.4.1. Dos rectas de pendientes m; # 0 y mg # 0, respectiva-
mente son perpendiculares si, y solo si, mymg = —1. Cualquier recta vertical
es perpendicular a cualquier recta horizontal.
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Demostracion. Consideremos dos rectas que se cortan en un punto. Co-
mo cada una de ellas es paralela a una recta que pasa por el origen O, basta
considerar el caso en el que el punto de corte coincide con O (figura 4.18).

Q 1moxy
M1

P

1:2 O .f]
Figura 4.18.

Seany = mix yy = mox las ecuaciones de las rectas. Sean ademads x; y
x9 reales diferentes de 0. El punto P (x1, mjx1) pertenece a la primera recta

y el punto Q (xg9, moxy) pertenece a la segunda. El dngulo QOP (figura 4.18)
es un dngulo recto si, y solo si,

d (0, P)? +(d(0,Q))° = (d (P, Q))*
esto es,
a2+ (ma1)? +ah + (moag)? = (9 — 21)? + (moag — myay)?

0= —2x1x2 — lexlmgxg = —2x1x2 (1 + mlmg)

Puesto que el factor xjx9 # 0, esto equivale a —1 = mmg.
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Ejemplo 4.10.

1. Larecta que pasa por los puntos (1, 5) y (-2, 3) tiene pendiente

REECI
"T1-(2) "3
Su ecuacion es 9
y=>5= g(x -1)
esto es,
_2 18
VT3t g
D
8* x\/oo
7* /%{b@
6+ 3
2.
5+ \

—_—
N 4+
co +
—_—
v +

2 -1 1 23 45 2 -1
Figura 4.19.

La recta paralela a ella que pasa por el punto (3, 4) (figura 4.19 (1))
tiene ecuacién

2
y—4:§(x—3),
esto es,
2 2
gx—yz—Q oy:§x+2

y la recta que es perpendicular a las anteriores y pasa por el punto
(3, 4) (igura 4.19 (2)) tiene pendiente m = —% y ecuacion

3
y-4=-5@-3),

es decir,
8 w7 o8 17
gt TV T g 0T Tt T g
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2. Sean P(x1,y1)y Q(xg9, y9). La mediatriz del segmento PQ es la recta
perpendicular a él, que pasa por su punto medio. Veamos su ecuacion.

Supongamos x; # x9 y y1 # y9. La pendiente del segmento es

m = 221 y su punto medio tiene coordenadas (w, M)’ enton-
T9—x] 2 2
ces la ecuacion de la mediatriz es
Yoty Xe— X (x_ x] +x2)
2 Yo = )1 2

¢ Funciones cuadrdticas
Recordemos que el drea de un cuadrado de lado [ estd dada por

Ay () =12
y el drea de un circulo de radio r estd dada por
A (r) = nr?.

En la expresion de cada una de estas dreas, la variable independiente (/ o
r) aparece elevada al cuadrado. Es también el caso, por ejemplo, de la ex-
presion de la altura & que alcanza una pelota lanzada hacia arriba: si vg es la
velocidad inicial, ¢ segundos después del lanzamiento la altura es

P)
h(t) = —‘% + vot,

donde g es la aceleracion debida a la fuerza de gravedad.

Definicién 4.4.2. Una funcién / es una funcién cuadritica si la imagen
de la variable independiente x se expresa en la forma

f(x) = ax® + bx +c,

para algunas constantes a, b y ¢ con a # 0.
La grifica de toda funcion cuadrdtica f(x) = ax® + bx + ¢, con a # 0, es una
pardbola que se abre hacia arriba si a > 0 o se abre hacia abajo si a < 0. El vértice

tiene abscisa x = —Qb—a.

Ejemplo 4.11.

1. SiD =Ry g(x) = 22 para todo z € D, la grifica de g es una pardbola
que pasa por el punto (0, 0) y abre hacia arriba (figura 4.20 (1)).

2. La gréfica de f(x) = 2% + 8x + 1 es una pardbola cuyo vértice tiene
abscisa x = —g y ordenada y = f(—%) = (—%)2 + 3(—%) +1 = —%
(figura 4.20 (2)).
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TN D TP

—8-2-1) 123
y =a? y=22+8z+1

(1) (2)

Figura 4.20.

3. La grifica de la ecuacién y = —z2 + 1 es una pardbola que abre hacia
abajo (figura 4.21). El vértice tiene abscisa x = —% = 0 y ordenada
f(0) = 1. El punto (0, 1) es el punto de corte de la grifica y el eje
Y. Los puntos de corte con el eje X tienen ordenada 0 y su abscisa
verifica entonces la ecuacién 0 = —z2 + 1. En consecuencia, z = +1 y
los puntos son (=1, 0) y (1, 0). La gréfica de la ecuacién y = —2% + 1
se puede obtener reflejando la gréfica de la ecuacién y = 22 y luego
trasladando la grdfica obtenida una unidad hacia arriba.

y=—x2+l

Figura 4.21.
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4. Laaceleracion debida a la gravedad es de g = 32, 2 pies/s. Una pelota

lanzada a una velocidad vy alcanza la mdxima altura en el vértice, es
v v

decir cuando ¢t = e

4.4.2. Funciones exponenciales y logaritmicas

¢ Funciones exponenciales

Consideremos la siguiente situacién: la poblacién de cierto tipo de bac-
teria se duplica cada hora. Si Py denota el nimero de individuos existentes
en cierto instante, transcurrida la primera hora la poblacién es 2P, transcu-
rrida la segunda hora la poblacién es 2(2Py) = 22Py, transcurrida la tercera
hora la poblacién es 2(22Py) = 23Py. En general, transcurridas £ horas la
poblacién es 28 Py bacterias.

Ahora bien, supongamos que P es la poblacién existente en un instan-
te t y que la poblacién existente 20 minutos (un tercio de hora) después
se expresa en la forma rP. Entonces transcurridos 40 minutos, dos pe-
riodos de 20 minutos (dos tercios de hora), la poblacién existente es de
r (rP) = r?P individuos. Transcurrido otro periodo de 20 minutos la po-
blacién es r (r2P) = r3P. Transcurridos tres periodos de 20 minutos, ha
transcurrido una hora, entonces en ese momento la poblacién es, por una
parte 73 Py por otra parte 2P. Asi tenemos la igualdad 7P = 2P, de donde
r® = 2y entonces r = 23. Con esto, al final de los 20 primeros minutos el

niimero de individuos es 25 P y a los 40 minutos, (25)2 P =25P.

En general, si p y ¢ son enteros positivos, la hora se divide en ¢ periodos
de é horas entonces 27 = (2%)1) es el factor por el que queda multiplicada
la poblacién, transcurridos p periodos de % horas.

Como el tiempo es continuo y no se restringe solamente a valores racio-
nales, para un nimero real t > 0, 2" es el factor por el que se multiplica la
poblacién transcurrido un tiempo .

El significado que tiene 2' cuando ¢ es un nimero irracional es el valor

al cual se acerca 27 para sucesivas aproximaciones decimales racionales de
t. Asi, 1.4, 1.41, 1.414, 1.4142, 1.41421, 1.414213, .. ., son aproxima-
ciones decimales racionales de V2 entonces 2Y2 es el valor al cual tiende la
secuencia 214, 9141 gl4ld gl4142 9141421 gl414218

El ejemplo permite introducir el tema de las funciones exponenciales de
base a para @ un nimero real positivo. Si ¢ > 0, la funcién esponencial de
base a asocia a &, un niimero real a¢*, f () = a* donde x es una variable que

recorre el conjunto R.
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Anotamos en primer lugar que las leyes de los exponentes son vilidas
en este caso, es decir, cualesquiera sean a y b nimeros reales positivos, £ y
y numeros reales (racionales o irracionales) tenemos:

gt
. (@) = a®

. (ab)’ = a®b"
e = (@) =@ =

-aozl

s ¢ > () para todo x.

Con el objeto de analizar otras propiedades de la funcién exponencial dis-
tinguimos entre dos casos: ¢ > 1y 0 < a < 1. Sia > 1y 2 un racional
positivo entonces a® > 1.

Supongamos que y y 2 son nimeros racionales tales que y < z. Como
0 < 2 —y entonces 1 < a*7 vy, en consecuencia, @¥ - 1 < @”a*7?, es decir,
@’ < a*. Esto es, a un mayor valor del exponente corresponde un mayor
valor de la funcién en el caso de los exponentes racionales y como para
los irracionales la funcién se define a partir de aproximaciones decimales
racionales, en general, a mayor valor del exponente corresponde un mayor
valor de la funcién. Decimos que la funcion es creciente.

Ahorasi0 < a < 1,sead = % Como 1 < b, la funcién g (x) = b*
se comporta como en el caso anterior, es decir, si y y £ son nimeros reales
tales que ¥ < z entonces 0¥ < b*, esto es, (%)y < (%) 0, de otra manera,

aly < alz lo cual implica, a* < a”. Asi, en este caso, a mayor valor del expo-
nente corresponde un menor valor de la funcién. Decimos que la funcién
es decreciente.

En la figura 4.21, aparecen las grificas de funciones exponenciales de

base @ para diferentes valores de a.
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Figura 4.22.

Notemos que para ¢ > 1, dado que la funcién f(x) = a* es creciente,
si ¥ y 2 son numeros reales tales que y # 2 entoncesy < z 02 < y. En el
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primer caso, ¥ < a*, en particular ¢* # a*. En el segundo caso, a* < @’ y
también @ # a*. El caso 0 < a < 1 es similar. Asi, en todos los casos, y # =
implica & #a* o, de manera equivalente, ¢’ = ¢* implica y = z.

¢ Funciones logaritmicas

Si y es un nidmero real positivo y y = ¢ para algiin nimero real x en-
tonces se dice que z, es el logaritmo en base a de y. Se denota por log,, v.

Asi, tenemos:

ny=a" =log,y=x

» log, (¢*) = z, para todo x € R
» al°%Y =y paratodoy € R*

Las siguientes son propiedades de los logaritmos, si a, b, x y y son ni-

meros reales positivos:

1. log, z + log,y =log, xy

2. log, - log, = log, (2]

3. log, 2’ =ylog, x

log, «

4. log,z = Tog b

Demostracion. La relacién entre los logaritmos y las exponenciales de base
a permite demostrar estas propiedades de la siguiente manera:

Sean r =log, x, s = log, y, t = log, xy, u = log, (f) y v =log, 2”.

l. a* =d"a’ =xyyad =uxy.

Asi, @’ = a' entonces r + s = ¢, es decir, log, x + log, v = log, xy.

b _ r ”
2. a’szara”‘:%zﬁya”:

U8

e r—§ — u — 3 — X
Asi, @ = a" entonces, r — s = u, es decir, log, x —log, v = log, (;)

. a" =2y =y =2.

Asi, @” = @’ entonces log, 2 = ylog, x.

Nota: cuando a = 10, log, x se denota simplemente por log .
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Ejemplo 4.12.

1

. logy 82 = logy 2° = 5.

log%(4) = log% 2)? = log% [(%)_1]2 = log% (%)_2 =-2.

Supongamos que 4%* = 64, entonces log, 4% = log, 64, esto es,

9z = log, 64 = log, 4% = 3. En consecuencia, x =

roleo |l

Si 2z +2 > 0y log(2x + 2) = 8 entonces 6'°8627+2) = 63 es decir,
22 + 2 =216, de donde x = 107.

. Silog(x — 2) =1 —log(x + 1), entonces

10

1 Olog(x—?) =1 Ol—log(x+ 1) _
- - 10log(x+1)

asi,x—2 = xlTol de donde, (x — 2) (x + 1) = 10, esto es, 22—z —12 = 0.

Esta ecuacién tiene dos soluciones: x = 4 y x = —3. Pero parax = -3,
log(x — 2) y log(x + 1) no estan definidos. Asi, la vnica solucién es
z =4.

Es posible expresar la suma de logaritmos
1 2
7log,(x+ 1) + 3 log,(8x + 6) —log, (x +3x + 2)
como un solo logaritmo. En efecto, la expresion dada es igual a
log,(x + 7 + log, (3x + ())% —log, (xQ + 3z + 2)
=log,(x + 1) + log, V3x + 6 —log, (302 + 3z + 2)

y a su vez esta suma es igual a

(x+1)V38x +6 1 (x+1)7V38x+6 1 (x+1)°V38x +6

2+82+2 BT GrD@+2) BT 149

log,

La funcion logaritmo de base ¢ donde a > 0, notada log,, se define aso-

ciando a cada niimero real positivo « el nimero real log, .

Asi como deducimos las propiedades de los logaritmos a partir de las

propiedades de las exponenciales, podemos decir, que si @ > 1, a un mayor

valor de x corresponde un mayor valor de log,x y si 0 < a < 1, aun

mayor valor de & corresponde un menor valor de log, x, es decir, que si

a > 1, la funcién log, es creciente y si 0 < a < 1, la funcién es decreciente.
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De otra parte, notamos que si una pareja (r, s) pertenece a la grafica de
la funcién exponencial de base a es porque s=a", luego log, s =r, entonces
la pareja (s, r) pertenece a la gréfica de la funcién log,. De igual manera, si
una pareja (u, v) pertenece a la grifica de la funcion log,, entonces la pareja
(v, u) pertenece a la grifica de la funcién exponencial de base a. La pare-
ja (s, r) se puede obtener reflejando la pareja (r, s) en la recta de ecuacién
y = x y reciprocamente. Asi, la gréfica de la funcién log, se puede obte-
ner reflejando la grifica de la funcién exponencial de base @ en la recta de
ecuacion y = x (figura 4.23).

4+ 4+
1// /1 | ! | K 1
-4 -2 |2 4 4 -2 | 2 4
_2 - _2 -+ RS
—4 4+ 4+
— =9 — y= (%)x
- - y=loggx T J’=10g1/2~’5
y=x y=z
(1) (2)
Figura 4.23.

En la figura 4.24 aparecen las grificas de las funciones log, para los va-
lores de a tomados como base de las funciones exponenciales trazadas en la

figura 4.22.
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Figura 4.24.

e Las funciones exponencial natural y logaritmo natural

Consideremos ahora esta situaciéon: mensualmente se invierte un capi-
tal C. Si la tasa de interés ¢ es anual y se expresa como decimal, la cantidad
acumulada en un mes, capital mds interés, es C + Cf_z =C (1 + 1‘—2) Si

esta cantidad acumulada se invierte a su vez durante un mes en las mis-
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mas condiciones, entonces al final de ese periodo el capital acumulado serd

C (l + 11—2) +C (1 + 11—2) 1’—2 =C (1 + 11—2)2 Si nuevamente se reinvierte el

L\
capital acumulado, al cabo de £ meses, la cantidad acumulada es C (1 + ﬁ) .
En general, si n es el nimero de periodos de inversién durante el afio y el
invierte durante ¢ capital acumulado sera

capital se anos, el

A@)=C (l + ;—L)m Esta es la férmula de interés compuesto y es un ejem-
plo ilustrativo del crecimiento exponencial.

Supongamos que el nimero n de periodos se incrementa cada vez mds.
Para algunos enteros n, aproximando a la octava cifra decimal, el comporta-
miento de la expresion (l + %)n, tomando ¢ = 1, estd descrito en la siguiente

tabla:

n (1 + ,l—l)n n (1 + }—L)n
1 2 1000000 2.71828047
10 | 2.59374246 | 10000000 | 2.71828169
100 | 2.70481383 | 100000000 | 2.71828181
1000 | 2.71692393 | 1000000000 | 2.71828183
Tabla 4.1.

n
El valor de la expresion (1 + %) tiende a un nimero irracional denotado

por e, que aparece en matemdticas y en fisica y que, con 14 cifras decimales
ese ~ 2.71828182849045. En los cdlculos, la aproximacién racional mads
usada de e es 2, 7183 (asi como lade 7 es 3, 1416; lade V2 es 1, 4142 y la
de V8 es 1, 7320). ¢ se llama el nimero de Euler.

La funcién exponencial natural es la funcién exponencial de base e,
f(x) = %, como toda exponencial solo toma valores positivos y, puesto

X

que ¢ > 1, es una funcién creciente (figura 4.25 (1)). La funcién ¢™ es

decreciente (figura 4.25 (2)).
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15+
10+
5Ak
71— e
-9 -6 -3 3 6 9 -9 -6 - 3 6 9
y=e" y=e*
(1) 2)

Figura 4.25.

Siy es un niimero real que se puede escribir de la formay = ¢*, entonces
el exponente x se llama el logaritmo natural de y y se nota Iny.

En este caso, las relaciones entre exponenciales y logaritmos establecidas
anteriormente, toman las formas:

sy=e¢'olhy=x
s In(¢*) = x, para todo x € R
= " =y paratodoy € R*

También de las observaciones generales tenemos que la grafica de la funcién
g () = Inx se puede obtener reflejando la grifica de la funcién f (z) = €*
en la recta de ecuacion y = x. En la figura 4.26 se muestra las graficas de las
dos funciones y de la recta.

i
— y=¢t
- y=Inzx
y=x

Figura 4.26.
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La funcién logaritmo natural es creciente y tiene las siguientes propiedades.
I. Inz +Iny =Inay

2. Inz—1Iny =lnf7

o

.Ina’ =ylnz

4. log, x = Iz

Ina
Ejemplo 4.13.

1. Usando logaritmo natural, la igualdad ¢* = 4 + x se puede expresar
en la forma 2t = In(4 + ) y la igualdad ¢* = @ en la forma 4 = Ina.

2. InVT+e—InVe+e2 = In = ‘;e+e = In \6/61: ell-:: \/7

3 _1
=InVe !l =lne"s = —%.

4.5. Operaciones entre funciones

Asi como los nimeros reales se suman, restan, multiplican y dividen, tam-
bién se pueden realizar operaciones entre funciones.

4.51. Algebra de funciones

Definicién 4.5.1. Una operacién entre funciones es una regla que asocia a
dos de ellas una tercera funcién, precisando cudl es la imagen de un nimero
real x por esta ultima.

Al operar directamente las imdgenes (que representan nidmeros reales)
es posible obtener nuevas funciones.

Definicién 4.5.2. Dadas las funciones / y g se definen:

f+g laadiciénde [y g: (f+g9)x)=f(x)+ g (x)
f —g lasustraccion, la resta o
la diferencia de f y g: (-2 =fx)-—g)
[ g lamultiplicaciénde fyg: (f-g)x)=f(x) - g(x)
ir—r el cociente de f por g : ( ) (x) = % sig(x) #0

Para determinar el dominio (natural) de cada una de ellas notemos que al
definir la imagen de x, deben estar definidas tanto f(x) como g (x) y que en
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el caso del cociente, g (x) debe ser distinto de 0. Asi, si D, denota el dominio
de la funcion /& entonces:
Dyrg=Dyg =Dy =DyNDy
D;=D;ND, —{x €Dy :gx)=0}
g
Ejemplo 4.14. 1. Sean f(x) =4 -2z y g(x) =16 — 22
(f+o)(x)=(4-2x)+ (16—.2?2) =920 - 9r — 22
(f - o)x) = (4 - %) - (16—x2) - 12— 9z + 42

(/- &)a) = (4 - 22) (16 —xQ) =64 — 3% — 42 + 2°

f 4 -2x
(5)“) 164

Ahora bien,

Df =R, D,=R
En consecuencia

Df+g=Df_g=Df.g=RﬂR=R y
D, =R\{reR:16 -2* = 0} = R\{-4, 4}
8

En la figura 4.27, se muestran las grdficas de f, g y las funciones que acaba-
mos de obtener.
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-20 20
x
y =4 — 2z trazo punteddo y =4 - 2 trazo punteddo
= 16 — 2~ trazo segmentado
-1

y = 16 — x* trazo segmentado y
y=20-2x - 22 trazo continuo y =

y = 4 — 2z trazo punteado
y=16—-z trazo $ §mentado
y =64 — 822 — 422 + 222 trazo continuo

%ol
~90 10 20
x
y=4-9 trazo puntea;do
y = 16 — x* trazo segmentado
y = 146 2 3 trazo continuo

Figura 4.27.

92— 9%x + 22

trazo continuo

221
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2. Como caso particular del producto tenemos (f - f)(x) = f2(z) = (f(x))?
y en general f"(x) = (f(x))". Asi, para f(x) = 4 — 2z tenemos:

fAa)=(4-22)? =16 - 162+ 422 y

@) = (4 - 20 = (16 — 16z +4x2) (16 — 162 +4x2)

=956 — 512z + 38422 — 1282% + 162*.

En la figura 4.28, se puede observar las graficas de f, /2y f.

|
Il
! I
|

1

1
Il
1
1

20 +

10+

-4 -9 8
Figura 4.28.
3.Sean f(x) =y g(x) ="

, P B B
(f+g)(x)=e”+e“”=e‘”+e—x:e:x :eex
I et =1 e*-1

_ — T _
([~ = =t = m = T

(f-oa)=eet=e"=¢"=1

(z) (.I‘) — eTl; = ¢%e% = (e.r)Q — 621
g e

Ahora bien, Dy = R, Dy = Ry, en consecuencia Dy, = D;_, = Dy,
=RNR =RyD; =R\{x € R:¢" = 0}. Comoe* > 0 para todo x
g

entonces Dy = R.

g
Enla figura 4.29 se pueden observar las graficas de f, g y de las funciones

que acabamos de obtener.
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z 104
1|I5+ 5 4
1‘0* TR | | | | I
y ~10-9 6 -3 /| 38 6 910
| g -5t —/
T | A_/ 177][1‘+g1‘ I |l g
T T T T T _1’0Ak - = f—g
-10-9 -6 - 3 6 910
151 151!
104 10+!
| — L —
5 g 51 g
liliiiliiij‘ﬁfiliirilglil al 1 1 l_l/l lﬁir\lf‘/gl It
-10-9 -6 -3 3 6 910 -10-9 -6 -3 3 6 910

Figura 4.29.

Las operaciones definidas entre funciones tienen propiedades heredadas
de las propiedades que tienen las operaciones de adicién y multiplicacién

de ndimeros reales. Asi tenemos:

1. La asociatividad de la adicién pues, dadas f, g y & funciones,

(f+g)+h=f+(g+h)

Para verificar esta igualdad de funciones, de acuerdo con la defini-
cién 4.2.1, debemos ver que sus dominios son iguales y también son
iguales los resultados de calcularlas en un nimero real x del dominio

comun.
El dominio de (f + g) + 4, es

Difig)sh = Dyrg N Dy = (Dy N Dg) N Dy,
mientras que el dominio de f + (g + /) es

Dyi(gsiy = Dy 0 Dgspy = Dy 0 (Dg N Dy) -
Como tenemos la igualdad de conjuntos

(Df ﬂDg) NnDy, = Df N (Dg ﬂD}l) ,
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3.

Funciones

entonces
D(f+g)+h = Df+(g+h)-
Ademds, para todo x € Dy N Dy N Dy,

((f +8) +M)(x) = (f +g)(x) + h(x) = (f(x) + g(2)) + h(z).

Puesto que f(x), g(x) y h(x) representan nimeros reales, esta tltima
suma es igual a

J@+(g@+h()=[(@)+(@g+h) (@)= +(g+h) ()
Ast:
(f+g+h=f+(g+h)
De manera similar se prueba la asociatividad del producto.

La conmutatividad de la multiplicacién, pues

Djy=D;NDg=D,NDs=D

o> ademds, para todo x € Dy .,

(f-8)@) =/ (x)g(x),

como f(x) y g(x) representan nimeros entonces este producto es
igual a:

g@) f(x)=(g- /().
Asif-g = g-f. De manera similar se prueba la conmutatividad de

la suma.

Sea 0 la funcién que a todo nimero real x asocia el nimero 0, es decir,
0(x) = 0 para todo x € R, y sea 1 la funcién que a cada real x asocia
el nimero 1. Entonces, por una parte,

D

+0 =Dy D5 =Dy NR =Dy

y, para todo x € Dy,

(/+0)@ =/ @+0@ =/ @+0=f(@

es decir, 3
/+0=/f

Por otra parte,

Df'TZDfﬂ&lszﬂR:Df
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y, para todo x € Dy,

V- N@=/@oT@=/@ 1=/@

es decir,
f-1=f

Asi, entre las funciones existen médulos para la adicién, la funcién 0,
y para la multiplicacién, la funcién 1.

4. Se define la funcién —f asi: su dominio es igual al dominio de f,
D_y =Dy, yparax € Dy,

=/ (@) =~/ (2)

entonces

f+ =N @ =@+ (N @ =f(@)-[(@)=0=0)

es decir,
[+(=))=
Por otra parte, para aquellos x € D/ paralos cuales f (x) # 0, se define
% asi:
1
F)o-76
Con esto,

D%=Df\{x€Df:f(x)=0}

ny,} = DfﬂD% = Dfﬂ(Df\{x € D/‘ : f(x) = 0}) =
Dy\ {x €D;: f(x)= O}, y, para todo x € Df,l

1
(f - 7) @ =/ T

/(@) ( ) -
es decir,

1 -
f'j?-l

Asi, entre las funciones existen inversos para la adicién e inversos parciales
para la multiplicacién (figura 4.30).
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o4t 44
21
o e
L/ \ —/
\77*—f _2Ak 7771
ll f
_41l*
(2)

Figura 4.30.

4.5.2. Composicion de funciones

Existe otra manera de obtener una funcién a partir de dos funciones dadas

Definicién 4.5.3. Dadas las funciones f y g, se define la funcién
compuesta de f y g, notada f o g, asi:

(fog)(x) =/ (g(x)

Esta funcién compuesta se puede evaluar en los nimeros reales x para los
cuales estdn definidas tanto g (x) como [ (g (x)), asi:

Doy = {x €D, :g(x)€ Df}
Ejemplo 4.15

1. Sean f(x) =4 -2z y g (x) = 16 — 22.

(f 0 2)(x) = fg(x)) = / (16 —xz) —4-9 (16 —xz) = _98 + 92
Diog ={x €Dy :gx) e Ds} ={x eR: gx) e R} =R

(g0 /@) =g(f(x)) = g4 — 22) = 16 — (4 — 22)* = 162 — 4a”
Dyoy ={r €Dy : f(x) €Dy} = {zr €R: g(x) eR} =R

En la figura 4.31 aparecen las gréficas de f, g, f o gy g o f. Notemos
que las funciones f o gy g o f son distintas pues, aunque D/op = Do,

en general, (f o g)(x) # (g © f)(@).
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Figura 4.31.

entonces

+1’
a) [ (2%) = = S (2%) =3
b) f(x)? = (“1)2 (131)2’ en particular, £(2)? = 1.

O (f o @)= f(f@) = [ () = = =3f;1+4”.

x+1 +1

También f(f(x)) = f(x)+1 En particular, (f o /)(2) =
En general, f (¢%) # f(2)%, [ (2%) # [(/(x)) y [(@)* # f(f(x))-

. Se puede expresar la funcién A(x) = Vz2 -1 en la forma (f o g)(x)
para g(z) = 22 — 1 y f(x) = vx. Notemos que Dyos = Dy,

. Se puede expresar la funcién k(x) = como una funcién com-

2
22+92+3
puesta, de mds de una manera. Asi, por ejemplo,

Si fi(x) = = ygl(x) w , entonces Dy,op) = Dy y

1 9
(hog)@) = fler@) = —— = 1= = k()

g1(x) % 22 +2x+3

Si fo(x) = ﬁ y go(x) = x + 1 entonces Dy,oq, = Dy

2 ~ )
+1)2+2 22+2x+3

(fooge)(x) = fo(ga(x)) = folx+1) = = k(z)
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Ademds, si fg(x) = %, g3(x) = x + 8y h(z) = 22 + 2z, entonces

((f3 0 g3) o h)(x) = (f3 © g3)h(x) = f3(gg(h(x)))
=J3 (g3 (x2 + Qx)) =f (xl + 2x + 3)
2
T 212:+3

Ademds. D(f0g,)00 = Di. También
(f3 0 (g3 o W))(x) = f3((gs o h)(x)) = fs(gg(h(x))) = k(x).
5. Seana >0y f(x)=a"y g(x)=log,x

(f 0 g)@) = f(g(x)) = f(log, x) = a5 " = x
Dyog = {x € Dy : g(x) € Dy}
={reR, 2>0:gx) eR}
={reR:x>0}=R"*
(gof)x)=g(f(x)) = g(a") =log,a" =x
Dyoy ={x € Dy : f(x) € Dg}
={reR: f(x) >0} =R

Examinamos ahora las propiedades de la composicién de funciones:

1. La asociatividad se verifica en general pues

D(fog)oh = {x eR:xeDy yh(x) EDng}
={reR:xeDyh(x)eD,ygh()eDs}

Dyoggory = {x € R:2 € Dyoy y (g 0h)(x) € Dy}
= {xe [R{:xED;,,h(x)EDgyg(h(x))EDf}

AST D(fogyor = Dyo(goh)-

Ademids,

(fog)oh)(x)=(fog)(h(x)) =/ (g (h(x))
(fo(goh)(x) =/ (g(h(x))

Luego,
(fog)oh=[fo(goh)
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2. La conmutatividad no se verifica en general como lo vimos
anteriormente.

3. Sea [ la funcién identidad que a cada x € R asocia x, es decir,
I (x) = x. Para toda funcién f tenemos

ch,[:{xe[R:xEDlyI(x)eDf}
z{xeR:xeRyxeDf}
={x€R:x€Df}

De igual manera, se puede mostrar que Dy = Dy.
Ademds,
(feh@=fU()=[()
(Lof)@)=1(f(x)=[(x)
esto es,

fol=f e Iof=f

Taller 1

1. Situar en el plano cartesiano los siguientes puntos: P (-3, 4), Q (4, —%),
R(-3.4).5 (%, 7).
2. Hallar la distancia que existe entre los puntos P y Q en cada uno de
los siguientes casos:
a) P(7,3),0(2,)5)
b) P (-3, 4),0 (% 4)
(o)
4 P(V2,v2),Q (V3,V3)

3. Los vértices de la base de un tridangulo isésceles estin en los puntos
(1, 2) y (8, 2). Si el tridngulo tiene 4 unidades de altura con respecto
a la base, hallar las coordenadas del tercer vértice.

4. Para cada par de puntos P y Q del punto 2, hallar las coordenadas del
punto medio.
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5. Verificar que las siguientes parejas definen una funcién f : (l,

(-4.2), (x,-2), 4, 27), (5, 2).

Nl
S—

«) Hallar / (x), f(—%).

b) Hallar  tal que f (z) = 5.

¢) Responder. éexiste f (%)?

d) Responder. éexiste x tal que f (x) = n?

e) Responder. {Cudntos elementos distintos posee el dominio de
/7 {Cudntos elementos distintos posee el rango de f?

/) Responder. ¢Cudntos elementos distintos tienen imadgenes

iguales?

6. Determinar si las siguientes parejas definen una funcién (-1, —1),

(-3, 4), (3, 5), (3, 6), (5, =5). Justificar su respuesta.

7. Verificar que las siguientes parejas definen una funcién f : (1, 1),
(2,4),(3,9), (4, 16), (5, 25).
a) Hallar f(2), f (5).
b) Hallar x tal que f (z) = 9.

Taller 2

1. Hallar el dominio de cada una de las siguientes funciones:

a) f(x) = 24t
b) g(x)=Vb -2z
0 h(®) = 5

d) k(x)=82?+8+2

2. SeaD = Ry f lafuncién definida por f (x) = 3x — 2 para todo x € D.
Hallar /(0), / (2), f (=3), =/ (3).

3. SeaD = Ry f lafuncién definida por f (z) = 22+ 2x para todo z € D.

¢) Hallar f (%),f (x/§),f(—3), 5

b) Hallar todos los valores de x tales que f (x) = 0.
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. Para las funciones de los ejercicios 2 y 3, hallar f(x +h). {Es

[ (@ +h) = f (@) + [ (h)? Hallar L0210

. Sea f (x) = 2% + 2x. Hallar f (=) y comparar el resultado con f (z).

{C6mo se relacionan f (—-x) y f (x)?

. Sea g (z) = a2 — 5. Hallar g (=) y comparar el resultado con g (z).

{C6émo se relacionan g (—-x) y g (x)?

a) El drea de un cuadrado en términos de la longitud de su lado.

b) El drea de un cuadrado en términos de la longitud de una de sus
diagonales.

¢) Elvolumen de un cubo en términos de la longitud de su arista.
d) El volumen de un cubo en términos del drea de una de sus caras.
e) El volumen de una esfera en términos del didmetro.

/) El drea de un tridngulo equildtero en términos de la longitud de
uno de sus lados.

. A partir de una pieza rectangular de cartén de 20 x 30 cm, se debe

elaborar una caja, cortando cuadrados idénticos de drea 22 de cada
esquina y volteando hacia arriba los lados. Indicar el volumen /" de la
caja en términos de x.

. Si el lado de un cuadrado mide a unidades y se incrementa en A uni-

dades, hallar el incremento que experimenta el drea.

Si las aristas de dos cubos miden, respectivamente, a y 2a unidades,
{qué relacion existe entre sus volimenes?

Taller 3

. La relacién entre las lecturas de las temperaturas Fahrenheit (F) y

Celcius (C) esta dada por C = %(F - 32).

a) {A qué temperatura las lecturas en las dos escalas son iguales?

b) ¢En qué momento la lectura en Fahrenheit es el doble de la lec-
tura en Celsius?
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2. En cada caso determinar la ecuacién de la recta que cumple las con-
diciones dadas:

a) Pasa por el punto P (2, —%) y tiene pendiente igual a 4.
b) Pasa por el punto P(1, —1) y tiene pendiente igual a —1.
¢) Pasa por los puntos P(3,4)y Q(-2, 5).
d) Pasa por los puntos P(-2, 0) y Q(-2, %).
8. Para cada una de las rectas cuyas ecuaciones aparecen a continuacién

hallar:

= La pendiente.
= Las intersecciones con los ejes X y Y.
= La ecuacién de la recta perpendicular a ella, que pasa por (1, 1).

= La ecuacién de la recta paralela a ella que pasa por (1, 1).

a) %x+2y:l
b) 4x + 3y =12
¢) g+2y+3=0

4. Dadala recta L de ecuacién 3x — 3y + 5 = 0 y el punto P(2,-1), en
cada caso hallar la ecuacion de la recta que pasa por P y verifica la
condicion:

a) Es paralelaa L.
b) Es perpendicular a L.

5. Hallar los puntos de la recta 3x + y = 2 que estdn a dos unidades del
punto P(1, 2).

6. Hallar la ecuacion de la pardbola que satisface estas condiciones: tie-
ne un vértice en (0, 0), pasa por el punto (2, —3) y es simétrica con
respecto al eje Y. Dibujar la grifica.

7. El dominio de cada una de las siguientes funciones es el conjunto R
de los nimeros reales. Trazar su gréfica.
a) f(x)=3x+4
b)y gx)=5-2zx
¢) h(x)=22%+1
d) k(x)=-32%+4
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8. Sea f(x) = 22 — 2. En cada caso, dibujar en el mismo sistema de
coordenadas las grificas de f y de la funcién dada.
a) e(x) =[(x+2)
b) g(x) =/ (x-3)
¢) h(z) =/ (3x)
d) k@) =f (%x)
e) l(x)=f(x)+2
) g@)=/(x)-3
g) h(x) =/ (-x)
h) k(x) = =1 (x)
i) e(x) = f (2%
N g@=/@?

Taller 4

1. En cada uno de los siguientes casos, elaborar una tabla de la funcién
para los valores enteros de & pertenecientes al intervalo [-5, 5]. Di-
bujar la grafica.

a) f(x) =3"

b g@) = (b

¢) h(z) =82 -6
d) k(x) = 3(2%)

2. Simplificar las siguientes expresiones:

a) 231—2 24—21
b) (an)3x
4x+9

47-x

93z

3%

c)

d)

3. Teniendo en cuenta que si a es positivo y distinto de 1 y # y v son
ndmeros reales entonces a* = a? si, solo si, # = v, hallar £ en cada
uno de los siguientes casos:
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Cl) 341—1 _ 371—2
b) 567c -3 _ 1251@ 241
C) 16x — 45x+3

. Para cada una de las siguientes igualdades, escribir una expresion equi-

valente usando logaritmos.

a) 8* =81
b) V125 =
¢) 47 1=1

. En cada caso, hallar el valor de x que verifica la igualdad.

a) 3log, 2 + & log; 25 — log, 20 = log, «
b) x'°8* = 100x.

A partir de la gréfica de la funcién f(x) = ¢%, obtener las gréficas de
las siguientes funciones:

a) g(x) = 3e
b) h(x) = e*-3
¢) j(x) =2e" —
d) k(z) = **

e) [(x) = e?

) mx)=e"

. Usar las propiedades del logaritmo para probar las siguientes

afirmaciones:
a) Siln(x + 8) — In(x) = 31n(2) entonces x = 7
b) Cualquiera sea a € R* \ {1}, si 2!°%* = a2z, entonces z = a? o

x=al.

Taller 5

. Se definen las funciones f y g de la siguiente forma: / : (-1, -1),

(1, 1), (2, «/E), (=2, —4),(3, 9), (—3, —«/6) g1 (=1,3),(1,-4),(2, 5),
(=9, =6), (3, =5),(=3, 4).
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a) Escribir la funcién cuyos valores son f (x) + g (x).

b) Escribir la funcién cuyos valores son [ (x) — g (x).

2. Sedefinen las funciones f y g de la siguiente forma: f : (% %), (l, \/5),
4),

(2, V8), (=2,-0), (3,-3), (-8,-6);¢ « (4,8, (1, -
(_21 _6)) (3’ _4)’(_3’ 4)
a) Escribir la funcién cuyos valores son [ (z) - g (x).
b) Escribir la funcién cuyos valores son [f (x)]%.

[@)

¢) Escribir la funcién cuyos valores son Ok

3. Se definen las funciones /'y g de la siguiente forma: [ : (é %)
(1), 55203 18] -
(1,-4), (2,V2), (-2, -6), (3, ~4), (-8, 4).
a) {Para qué valores de x se puede definir la funcién cuyos valores
son f (x) + g (x)? Escribir esa funcién.
b) ¢Para qué valores de x se puede definir la funcién cuyos valores

son f (x) — g (x)? Escribir esa funcién.

4. Se definen las funciones f y g de la siguiente forma: [ : (—‘l, %),
(1; \/Q)y (27 \/g), (_2’ _4); (3? _%)’ (_3; _6); g : (_%7 %)’ (07 1)7
(£:8), (1,00, (2, V2), (-2, -6), (§,—4), (=3, 4.

a) {Para qué valores de x se puede definir la funcién cuyos valores
son f (x) - g (x)? Escribir esa funcién.
b) éPara qué valores de x se puede definir la funcién cuyos valores

? Escribir esa funcion.

son
g (x

5. Sean D = R vy [ y g funciones definidas por f(z) = 8x — 2y
g (@) = 22 + 8x + 2 para todo & € D. En cada caso hallar la funcién
indicada.

a) f () + g (x)
b) f(x) - g (x)

) f(x)-g(x)
f (2)
g (@)
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6. Para las funciones del ejercicio anterior hallar

a) f (g(0))
b) g(/(2))
0) /(g (a))
d) g (f (a)).

7. Sea D = Ry [y g las funciones definidas por f(x) = 2x + 1y
g (x) = 2% + 2 para todo x € D. Hallar:

o f(3) -7t

b) g (Va) —+g (a)
¢) f(a)+g(a)

d) f(a+h)

5 f@)+g(1)

g) /(g (a))

h) g (f (a))
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541. Introduccion historica

Los astrénomos y navegantes utilizaron antiguamente la aritmética y la geo-
metria para el andlisis de los desplazamientos y de la ubicacién de los astros
en el firmamento; pero estas disciplinas no bastaban para hacer mediciones
muy exactas, se requeria de mds herramientas. Para ello surgié la trigono-
metria, que les permitié encontrar soluciones a estos problemas.

Aunque el término trigonometria (trigon: ‘tridangulo’, metria: ‘medida’) apa-
reci6 por primera vez en el libro Trigonometriae siue. De dimensione triangulo-
rum libri quingue. Item problematorum variorum. . . libri decem, del matematico
y cientifico alemdn Bartholomaeus Pitiscus (1561 - 1613) [7], se cree que
hace mds de 3000 afios los babilonios utilizaban los concepto de dangulos y
razones trigonométricas para establecer relaciones entre los lados y los dn-
gulos de un tridngulo. “Una tablilla de barro —escrita por los babilonios—
denominada Plimpton 322 (1800 a. C.), muestra una sucesiéon de columnas
y filas con nimeros en escritura cuneiforme que, parece, representa una se-
rie de funciones trigonométricas” [7]. También, en Egipto fueron hallados
papiros al respecto. En uno de ellos, el Papiro de Rhind, se presentan rudi-
mentos de trigonometria y teoria de los tridngulos semejantes. En la cons-
truccién de las pirdmides, debido a que debia mantenerse una pendiente
uniforme en una cara y la misma en las cuatro, se introdujo un concepto
equivalente al de la cotangente de un dngulo: seqt, que representa la sepa-
racién horizontal de una recta oblicua del eje vertical por cada unidad de
variacién de altura (es la inversa de la tangente mas utilizada actualmente).

Tales de Mileto (c. 624 - c. 546 a. C.), Pitdgoras de Samos
(569 - 475 a. C.) y Arquimedes de Siracusa (287 - 212 a. C.) demostraron
teoremas en geometria que fueron bdsicos para el desarrollo de la trigono-
metria. Mientras que los egipcios y babilonios utilizaron con frecuencia las
relaciones entre los lados y los dngulos de un tridngulo; los griegos estu-
diaron la relacién entre las rectas y las circunferencias, propiedades que se
aplicaban principalmente en astronomia.

Hiparco de Nicea (c. 190 - c. 120 a. C.) —llamado el padre de la trigo-
nometria— compuso la primera tabla trigonométrica, utilizando una gran
cantidad de dngulos centrales en una circunferencia: la razén entre el ar-
co y su cuerda; también, desarroll6 el primer catdlogo de estrellas con sus
posiciones mediante coordenadas elipticas, y clasificé las estrellas segun la
intensidad de su brillo (método ain vigente). Asimismo, en geografia fue el
primero en dividir el globo terrdqueo en paralelos y meridianos, introdu-
ciendo los conceptos longitud y latitud [16], [10].
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Otra obra significativa de la antigiiedad es Sintaxis matemdtica, constitui-
da por trece libros escritos en el siglo 11 por Claudio Ptolomeo de Alejandria
(c. 100 - c. 170), y traducida al drabe como Almagesto. En esta obra se dan
ejemplos de c6mo calcular los elementos desconocidos de un tridngulo a
partir de algunos conocidos utilizando una tabla de cuerdas; y conduce a
muchas de férmulas trigonométricas, como el seno de la suma de dos dn-
gulos y el seno del dngulo medio [10]. De igual forma, Ptolomeo estable-
ci6 criterios cientificos para predecir con cierta exactitud los eclipses; hizo
aportes para el estudio de la musica, ya que consideraba que las matematicas
subyacian en la musica y los movimientos estelares; inicié la investigacion
sobre la dptica; en geografia, mostré técnicas matematicas para trazar ma-
pas, lo que llevé a que fuera uno de los primeros en realizar mapas con
coordenadas, longitud y latitud; mejoré los métodos de representacion de
mapas y la representacién de los términos paralelo y meridiano para trazar
las lineas imaginarias de latitud y longitud. Del mismo autor se conservan:
el libro de éptica (Tetrabiblos), el de geografia (Geographia), y el de teoria
musical (Harmonicos) [10]. Ademds, inventé el astrolabio:

Un instrumento de campo que permite no sélo medir la altu-
ra de un astro sobre el horizonte, sino también determinar in-
mediatamente la posicién de la Luna, el Sol y los planetas en
relacion con las estrellas. Asi como cualquier otra relacién de
interés astronémico. Como uso complementario puede servir
para determinar la hora de la noche y también realizar nume-
rosas observaciones geodésicas [15].

Los astrénomos drabes, asi como los egipcios, desarrollaron su sistema tri-
gonométrico a partir de la funcién seno, definida como la longitud del lado
opuesto a un lado de un tridngulo cuya longitud se conoce. También, “a
finales del siglo X, ya tenfan completas las tablas para las seis funciones tri-
gonométricas conocidas actualmente (. . .), ademads fueron los drabes quie-
nes sugirieron el uso de un radio igual a uno para encontrar los valores de
las relaciones trigonométricas” [10]. En el siglo xm1, Nassir al-Din al-Tusi
(1201 - 1274), de origen persa, postulé una de sus contribuciones: la crea-
cién de la trigonometria como una disciplina matemdtica y no como una
simple herramienta para aplicaciones astronémicas. Escribié la obra Kitab
al-Shaki al-qatia, un tratado sobre el cuadrilitero que, en el fondo, es el pri-
mer tratado sistemdtico de trigonometria en cinco volimenes. Segtin SH,
Nasr, al-Tusi hizo la primera exposicion del sistema de trigonometria plana
y esférica existente [14].
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En Occidente, la trigonometria se introdujo hacia el siglo x, a partir de
las traducciones de los libros drabes. El primer trabajo importante fue del
matemadtico alemdn Johhan Muller (1436 - 1476), De triangulis Omnimo-
dis Libri, compuesta por cinco libros en los que se describen proposiciones
que tratan la resolucién de tridngulos basada en propiedades de los triangu-
los rectangulos; y se enuncia y demuestra el teorema del seno, y presenta
los problemas para su aplicacién. En el siglo xviit fueron determinantes los
aportes del matemdtico suizo Leonhard Euler (1707 - 1788), quien fundé
la trigonometria moderna al definir las funciones trigonométricas con ex-
presiones con exponenciales de nimeros complejos [10]. A finales del siglo
x1X, el profesor y fisico britdnico James Thomson (1822 - 1892) usé por
primera vez la palabra radidn —una forma contraida de dngulo radial— para
la medida del dngulo cuyo arco subyacente tiene una longitud igual a un
radio.

Aunque la trigonometria se inici6, principalmente, para resolver proble-
mas en astronomia, su desarrollo sigue generando aplicaciones en diferentes
ambitos como la navegacion, la geografia, la medicina, la arquitectura y en
todos los campos de la ingenieria. Veamos ejemplos de algunas de ellas [3]:

» Arquitectura. En la construccién de edificaciones se requiere preci-
sién en la medicién de cada dngulo para evitar desplomes. También,
para la construccién de tineles a través de montafias, y en el cdlculo
de la direccién que debe seguir para que sus extremos queden en los
lugares deseados.

» Cartografia. Es utilizada en la elaboracién de mapas de lugares deter-
minados del que se conocen algunas distancias y algunos dngulos.

» Navegacion. Es utilizada para la construccién de cartas marinas en las
que se detallan la ubicacién de arrecifes, islas, barcos, entre otros. En la
navegaciéon maritima se usé el sextante —inventado por John Hadley
y Thomas Godfray— con el que se podia medir la distancia angular
entre dos objetos (entre dos puntos de una costa, dos barcos, un barco
y la costa); también, para obtener la altura angular de un astro sobre
el horizonte, y con ello poder medir el dngulo de elevacion de este en
el horizonte. De igual forma es posible determinar la distancia entre
un observador y un astro.

» Topografia. Tiene un importante uso debido a que es una base funda-
mental para conocer distancias, coordenadas, medidas angulares, etc.
Hoy en dia, en cualquier lugar del mundo, cualquier posicién sobre
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la Tierra, sea la de un objeto, una persona, un vehiculo o una nave se
puede determinar usando el sistema de posicionamiento global GPS.
Ese sistema utiliza 24 satélites en orbita terrestre, cada uno con un
reloj atémico que mide el tiempo con una precisién de 8 mil millo-
nésimas partes de segundo por dia. Para obtener una ubicacién, el
receptor debe recibir sefiales directas desde cuatro satélites diferentes
al mismo tiempo, asi: desde la linea imaginaria de la unidad GPS a
un satélite, y entre cada dos satélites forman los lados de varios tridn-
gulos rectdngulos que utiliza el receptor en cdlculos trigonométricos,
para ello se necesita la longitud de por lo menos uno de los lados de
un tridngulo. Un dispositivo GPS obtiene una ubicacién calculando el
tiempo que tarda la sefial del satélite para llegar a él. Debido a que la
velocidad de las sefiales de radio es igual a la de la luz, la unidad deter-
mina con precision la distancia a un satélite, multiplicando el tiempo
de viaje de la sefial por la velocidad de la luz. La ley de los cosenos
permite que el receptor GPS calcule su distancia a cada satélite. [20]

Medicina. Se aplica para leer, entre otros, los electrocardiogramas que
registran graficamente la actividad del corazén en funcién del tiem-
po. En estos estudios aparecen las funciones seno y coseno. Con ello,
segin como vaya apareciendo un latido, se le va otorgando una letra
que le va dando significado a la onda, lo que permite a los médicos
leer y diagnosticar.

Arte. La trigonometria estd vinculada al arte desde la antigtiedad. Se
aplica en dibujos, pinturas, esculturas y obras arquitecténicas. Esto es
perceptible a través de proporciones y simetrias, luces y las sombras.
En diseno grifico se ha acentuado su aparicién, debido ala comodidad
del uso del computador en el cdlculo de férmulas.

Musica [9]. En el siglo xvi se empezaba a entender que la musica
no era una disciplina destinada dnicamente a la composicién y la in-
terpretacion “donde las matemdticas sélo proveian los elementos de
ajuste cuando surgian problemas de consonancia —como pasé con los
epiciclos en el sistema ptolemaico— (sino que) debian ademas tratar
de explicar las razones técnicas que sustentan la musica” [9, p. 32].

A partir del siglo x1, los musicos tuvieron una representacién grafica
semejante a lo que la geometria representaria como funcién en dos
dimensiones en un sistema de coordenadas cartesianas. En la repre-
sentacién musical la abscisa es el tiempo y la ordenada el tono; mien-
tras que una partitura los matemadticos y los fisicos observan conceptos
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que usan como las nociones de simetria, periodicidad, proporcién, o
lo discreto y lo continuo.

En los siglos xvi y xvit hubo dos corrientes para encontrar los vinculos
entre la musica y la matematica: la primera consideraba que la musica
no pertenecia ni a las artes ni a las matematicas aplicadas, sino a un
conjunto de conocimientos que tenian en comun el lenguaje de las
matemdticas; la segunda, que se interesaban en resolver problemas
concretos originados al tratar de explicar la mecanica del sonido y la
manera en que es percibido por el cuerpo humano.

Por ejemplo, Vicenzo Galilei (1520 - 1591), musico y padre de Ga-
lileo Galilei, y Gioseflo Zarlino (1517 - 1590), compositor, hicieron
estudios relacionados con la longitud, tensién y grosor de las cuerdas
con el fin de elaborar escalas para composiciones en las que voces e
instrumentos se interpretaban juntos. Galileo Galilei (1564 - 1642)
planteé cémo con una pieza metdlica se podria grabar en una ldimina
diferentes lineas, cuya cantidad representaria las diferentes escalas, lo
que pareciera ser el principio de una grabacién para escuchar en fons-
grafo. En 1618, René Descartes (1596 - 1650) escribié el Compendium
musicae, en el que explicé por medio de proporciones cémo la muisi-
ca provoca que surjan diferentes sensaciones. En esta obra muestra
que la matemadtica permite descifrar teorias fisicas (relacionadas con
el sonido), musicales y fisiolégicas.

Durante el siglo xvit hubo grandes avances en diferentes ramas ma-
tematicas, especialmente en el andlisis, del que se generaron el cilculo
diferencial, el cdlculo integral, las ecuaciones diferenciales y el cilculo
de las variaciones entre otras teorias. LLa musica recibié aportes de esta
ultima. Desde 1746, Leonhard Euler (1707 - 1783) y Jean le Rond
D’Alembert (1717 - 1783) se propusieron describir matemdticamen-
te el movimiento de una cuerda que vibra. El estudio lo plantearon
en dos variables: el tiempo y la distancia desde un punto de la cuerda
a uno de sus extremos. Euler estudié las propiedades de las cuerdas, y
concluyé que la solucién estaba en una ecuacién diferencial en deri-
vadas parciales a la que se conoce como ecuacién de onda unidimen-
sional. D’Alembert llegé a esta misma conclusién, pero la diferencia
entre los dos fue la caracteristica que debfa tener la solucién.

Daniel Bernoulli (1700 - 1782) propuso que cualquier funcién inicial
para la solucién podria expresarse en términos de series trigonomé-
tricas, lo cual no fue aceptado por Euler. Posteriormente, en 1759,
Joseph-Louis Lagrange (1736 - 1818) publicé Recherches sur la na-
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ture et propagation du son, obra a la que llegé a la misma ecuacion,
aunque utilizando métodos diferentes. Concluyé que las curvas ini-
ciales podrian expresarse en series trigonométricas, con lo que al final
estuvieron de acuerdo. Lagrange, Bernoulli y Euler siguieron publi-
cando investigaciones al respecto, y canalizaron sus estudios de
manera directa para perfeccionar los tonos producidos por algunos
instrumentos musicales como, por ejemplo, los de los cilindros de los
organos.

Como podemos apreciar, la presencia de la trigonometria estd en diferentes
ambitos, aunque muchas veces no seamos conscientes de ello.

5.2. Razones trigonometricas en triangulos
rectangulos

Definicion 5.2.1

B

a es la longitud del cateto opuesto de 24,
a ¢ beslalongitud del cateto adyacente de £A.
C A

Figura 5.1.

Si A es un dngulo agudo de un tridngulo rectdngulo, las razones trigono-
métricas son seno de A, notado sen A; coseno de A, notado cos A; tangente
de A, notada tan 4; cotangente de A notada, cot4; secante de A, notada
sec A, y cosecante de A, notada csc A. Estas se definen por:
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cateto opuesto  «

send = — = —,
hipotenusa ¢
cateto adyacente b
cosA = , =-,
hipotenusa c
cateto opuesto a
tanA = P = -,
cateto adyacente b
cateto adyacente b
cotA = = -,
cateto opuesto a
hipotenusa c
secA = = -,
cateto adyacente b
hipotenusa
R P s

¢
cateto opuesto  a

Observemos que el valor de cada una de estas razones depende tnica-
mente de la medida del dngulo.

A
A/
C B B’
Figura 5.2.

En los tridngulos rectingulos AACB y AArC1Br, 1A = £Ar, entonces
(B = /By, por el criterio AA los tridngulos son semejantes y, por lo tanto,
las razones entre las medidas de los lados correspondientes son iguales:

c_ac
AB ~ A'B”’
CB_CB
AB — A'B”’
BC _B'C’
AC — A'C’

Es decir,

senB = senB’;
cos B = cos B’

tanB = tan B’.
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Observacion:

En el tridngulo rectingulo ACB, los dngulos /A4 y /B son complemen-
tarios. De acuerdo con las definiciones de las relaciones trigonométricas
observamos:

send = cosBy

cos A = sen B.

Concluimos entonces que el seno de un dngulo es igual al coseno de su
complemento.

Razones trigonométricas de los dngulos de 30°, 60° y 45°. Considere-
mos el tridngulo equilitero de la figura 5.3 cuyos lados tienen
longitud 1.

Figura 5.3.

Como el tridngulo AACB es equildtero, cada uno de sus dngulos mide
60°. BD es altura y mediana. La longitud de AD es % El tridngulo AADB
es rectangulo. Aplicamos el teorema de Pitdgoras y tenemos:

1
2
=1--.
h 4
1
h = -—.
4
LY
2
.. cateto opuesto  V8/2 V3
sen(60°) = - = = —.
hipotenusa 1 2
cos(60°) = catet.o adyacente _ 1/2 _ l
hipotenusa 1 2
an(60°) = cateto opuesto _ V3

cateto adyacente
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Para hallar el valor de las razones de un dngulo cuya medida es 30°,
utilizamos las propiedades de las relaciones de un dngulo con las de su
complemento.

sen(30°) = cos(60°) = —.

o] o 1 vg
tan(30°) = cot(60°) = an(60°) =5

Veremos las razones trigonométricas del angulo de medida 45° utilizando,

w|é|l\')l>—t

cos(30°) = sen(60°) =

también, las definiciones dadas para tridngulos rectdngulos. Consideremos
el tridngulo de la figura 5.4, cuyos dngulos basales miden 45° y en el que [
es la longitud de sus lados congruentes.

B

A h C
Figura 5.4.

Como la suma de las medidas de los dngulos interiores de un tridangulo
es 180°, y la suma de las medidas de los dngulos 24 y 2C es 90°, el dngulo
/B debe medir 90°. L

El tridngulo AABC es rectdngulo y su hipotenusa es AC.

B2 =12+
h? = 2(1%)
h=1V2

Utilizamos las definiciones correspondientes:

. l 1 V2
sen(45):@:@=7;

cos(45°) = sen(45°) = g;

tan(45°) = 1.
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A continuacién veremos algunos ejemplos de problemas que pueden ser
resueltos utilizando las definiciones anteriores. Para resolver problemas en
trigonometria es conveniente trazar graficos que ilustren las hipdtesis.

Ejemplo 5.1.

Los matemiticos griegos y el ingeniero Heron mostraron cémo se puede
construir un tinel bajo una montana trabajando en los dos lados simultdnea-
mente. Eligieron un punto 4 en un lado, un punto B en el otro y, finalmente,
un punto C tal que la medida del dangulo £A4CB fuera de 90°.

B

Figura 5.5.

Después, midieron AC y BC y encontraron que sus longitudes eran 100
pies y 75 pies respectivamente.

Ahora, dijo Heron, es posible encontrar la medida de los dngulos 24
y /B. Entonces instruy¢ al trabajador ubicado en A para que siguiera una
linea recta que conservara el dngulo calculado con AC y dio instrucciones
andlogas al trabajador en B. éCémo calcul6 estos dos dngulos?

Solucién. Encontrando la tangente del dngulo en A:

Y calculando la tangente del dngulo en B:

100
tanB = -5

Ejemplo 5.2.

Sara estd volando una cometa y tiene sus manos a 5 pies por encima del
piso. Si la cometa estd a 200 pies arriba del suelo y la cuerda de la cometa
forma un dngulo de 32, 4° con la horizontal, ¢ Cudntos pies de cuerda estd
utilizando?

Solucién. Para encontrar la longitud de la cuerda utilizamos el esquema

de la figura 5.3:
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200 pies
2.4°

5 pies’

Figura 5.6.

Debemos hallar el valor de . Podemos hacer uso de la definicién de seno
de un dngulo en un tridngulo rectangulo:

sen(32, 4°) = 1[)&, entonces : b = %

~ 363 pies.

Ejemplo 5.3.

Una trayectoria recta que sube una colina se eleva 26 pies por cada 100
pies horizontales. éQué dngulo forma con la horizontal?

Solucién. En la figura 5.7 mostramos la informacién dada, la elevacion
de la colina a los primeros 100 pies horizontales.

% 100 !

Figura 5.7.

Como el valor de las razones trigonométricas no depende de la longitud
de los lados que consideramos, basta con utilizar la informacién que nos
han dado: a los 100 pies horizontales la altura es de 26 pies verticales.

o

T00° tana =0, 26; «a =14, 57

tana =

Ejemplo 5.4.

Un automovilista que circula por una carretera a una velocidad de 60
km/h va directamente hacia una montafia. Observa que entre la 1:00 p.m.
y la 1:10 p.m., el dngulo de elevacién de la montafia cambia de 10° a 70°.
Calcular la altura de la montana.
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Solucién.

h
10° 70° |
% x —y —
Figura 5.8.
h
tan 10° = ——
x+y
N h
xz =
Y tanl0°

x es la distancia que el automovilista ha recorrido en 10 minutos.
Como recorre 60 km en una hora, se habrd desplazado 10 km en 10
minutos. Asi x = 10.
y= ﬁ — 10, al despejar de la ecuacién 5.2.
Ahora, por definicién de tangente, tan 70° = . %
Por tanto,

h h

tan 10° 0= tan 70°
h h
tan 10°  tan70° 10
2,74h -0, 176h = 10(2.74)(0.176)
2.569h = 4.82

h=1.9km

La altura de la montafia es 1.9 km.

5.3. Generalizacion del concepto de angulo

En geometria se define un dngulo como la unién de dos semirrectas con ori-
gen comun y solo se consideran dngulos cuya medida no es mayor a 180°.
En trigonometria trabajamos con dngulos generalizados. Estos se obtienen a
partir de dos rayos coincidentes. Uno permanece fijo y el otro gira en torno
al origen de ellos. El rayo que permanece fijo recibe el nombre de lado ini-
cial, el que gira va a constituirse en el lado final y el origen de los rayos es
el vértice del dngulo.
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Para formar el dngulo, el rayo que gira puede pasar mds de una vez por
su posicién original, al hacerlo se genera una circunferencia. Como la cir-
cunferencia tiene 360°, encontramos dngulos con todas las medidas com-
prendidas entre 0° y 360°.

Debido a que el nimero de giros es ilimitado obtenemos dngulos con
medidas mayores que 360°. Un dngulo que mide mas de 360° recibe el
nombre de dngulo de mds de una vuelta.

Ejemplo 5.5.
» El dngulo que mide 400° es un 4 de mds de una vuelta.

s Si la medida de @ es 840°, @ es un dngulo de mds de dos vueltas.

Observamos que 840 = 2(360) + 120.

Existe la opcién de que la rotacion se haga en diferentes direcciones.
Un dngulo estd orientado positivamente, o es positivo, si el rayo gira en
sentido contrario de las manecillas del reloj, en caso contrario estd orientado
negativamente o es negativo.

Ejemplo 5.6.

s Sia = 230° a es un dngulo que mide 280° y estd orientado
positivamente.

» Si B = -100° B es un dngulo que mide 100°, orientado
negativamente.

s Si ¢ = -390° ¢ es de mds de una vuelta, mide 390°, orientado

negativamente.

Trabajaremos con dngulos cuyo vértice es el origen de un sistema de
coordenadas cartesianas y su lado inicial coincide con el semieje positivo
X. Estos se denominan dngulos en posicién normal (candnica o estddar).

Seguin la posicion del lado final, los dngulos reciben el nombre de dn-
gulos de primero, segundo, tercero o cuarto cuadrante de acuerdo con el
cuadrante que lo contenga o cuadrantales si estd en uno de los ejes.

Ejemplo 5.7.

s Los dngulos de 45° y de 380° son dngulos de primer cuadrante.
» Eldngulo de 150° es de segundo cuadrante.

s Sia =-120° « es de tercer cuadrante.

» Si B =-30° B esde cuarto cuadrante.
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= Los dngulos de 0°, 90°, 180°, 270° son cuadrantales.

Como el nimero de giros del lado final asi como su sentido no tienen
restriccién, el lado final de dos dngulos diferentes puede coincidir. Estos
angulos reciben el nombre de dngulos coterminales.

Ejemplo 5.8.

1. En la figura 5.9 se muestran angulos @ y 8 que son coterminales.

Lf

i ‘
A

~f

Lf

l.f
Figura 5.9.

2. Los dngulos cuyas medidas son 0° y 360° son coterminales.

3. a es coterminal con a + 360°.

5.4. Razones trigonometricas de angulos en
posicion canonica
Vamos a extender la definicién de las razones trigonométricas dadas a dn-

gulos en posicién normal. Consideremos un dngulo en posicién canénica 6
de primer cuadrante (figura 5.10)
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+ P(x,
] (x,y)
1z
1 01 1 Ql
O* x
Figura 5.10.

P(x, ) un punto que pertenece al lado final de 6.
El triangulo AOQP es rectangulo. A partir de las definiciones dadas para
las razones trigonométricas en triangulos rectingulos se puede afirmar que

senf =

cscl =

2N I

cos

sec 6

SIS3IR

tan g = Y
x

cotl =

Este lado final, como lo hemos mencionado, puede pertenecer a dngulos de
medidas diferentes a la de 8 e incluso tener distinta orientacién.

Estas relaciones se definen de manera similar para todos los dngulos no
cuadrantales. Si el dngulo es cuadrantal, se debe observar que los denomi-

nadores sean diferentes de cero.

Definicién 5.4.1. Si 6 es un dngulo en posicién canénicay P(x, y) es un

punto del lado final de 6, con » = \/z2 + y2, se define:

seno de 6 =
coseno de 6

tangente de 6 = 2,
x

X

Se tienen ademds las siguientes relaciones:

,
cosecante de 6 = —,
Yy

-
secante de 6 =

b

X

cotangente de 8 =

)

sixz # 0.

siy # 0.
sixz #0.

siy # 0.
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Observemos que, salvo las funciones seno y coseno, todas tienen
restricciones para su definicion. También que los valores de las razones
trigonométricas solo dependen de la ubicacién del lado final del dngulo.
Asi, para dngulos coterminales, las relaciones trigonométricas son respecti-
vamente iguales.

En general, si @ y B son coterminales,

sena = senp,
cosa = cos 3,
tana = tan 8.

Lo mismo sucede con las otras tres relaciones.
Como consecuencia de estas definiciones, las funciones son positivas o
negativas, segun el cuadrante que contenga el lado final.

v

Figura 5.11.

Cuadrante | Funciones positivas | Funciones negativas

I todas ninguna
I sen, csc cos, tan, sec, cot
I tan, cot sen, cos, CSc, sec

v Ccos, sec sen, tan, csc, cot
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5.41. Funciones trigonométricas de angulos
negativos

Observe las figuras:

N )

Figura 5.12.

Sabemos que 6 y —6 son dngulos con la misma medida pero que difieren
en la orientacién. Si P(z, y) pertenece al lado final de 6, entonces Q(x, —y)
pertenecerd al lado final de —0.

Figura 5.13.

Como va2 +y2 = 122 + (—y)2, la distancia del origen al punto P es igual
a la distancia del origen al punto Q. Si llamamos r a esta distancia, tenemos:

senf = Z; sen(—0) = 2
r r

cosf = jE; cos(—0) = ud
r r

tan 6§ = 2; tan(—0) = Y
x x
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Concluimos:
sen (—6) = —sen(0)
cos(—0) = cos @
tan (—0) = — tan(0)
Ejemplo 5.9.

Encuentre los valores de las seis funciones trigonométricas del dngulo
cuyo lado final contiene al punto (-1, —3).

Solucién.
r=v1+9=v10

3
senf = ———; cosf = ———

V10 V10

-3
tan @ = =] =3; cscl =—

secl = —\/E; cotf = 3

—
o

Ejemplo 5.10.

Encuentre los valores exactos de las seis funciones trigonométricas de 6
si 8 es un dngulo de segundo cuadrante y el lado final de @ estd en la recta
y = —4x.

Solucién. Como 8 es un dngulo de segundo cuadrante, cualquier punto
del lado final debe tener la abscisa negativa. Para x = —1, y = 4. El punto
(=1, 4) pertenece al lado final del angulo.

r=V1+16=V17

sen 0 = cosf = —

3-
N}

4
V17’

tanf = —4; cscl =

3

-lklr—t_Jk

secd = —-V17; cotl = -

Ejemplo 5.11.
Encuentre las seis funciones trigonométricas del dngulo cuyo lado final
biseca el tercer cuadrante.
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Solucién. Tomamos un punto en el tercer cuadrante, por ejemplo (-2, —2).

__; cO —_—_ =
v 2 2v2 2

tan@ = 1; cscf = —V2

secl = —\/5; cotf =1

5.5. Funciones trigonometricas de numeros
reales

Las relaciones que se definieron inicialmente como razones entre los lados
de un tridngulo rectingulo, han sido base de generalizaciones que permiten
describir con lenguaje matemadtico muchos comportamientos en el mundo
fisico.

Veremos como se extiende la definicién de estas razones, a funciones que
tienen como dominio subconjuntos de nimeros reales.

Definicién 5.5.1.

Tomemos un nimero real t. Si ¢ es positivo y f es una funcién trigo-
nométrica que estd definida en ¢, f(¢) es la misma imagen por f del dngulo
orientado positivamente que mide ¢ radianes.
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Sit es negativo y f es una funcién trigonométrica definida en ¢, f(¢) es la
imagen por f del dngulo que mide —¢ radianes y estd orientado
negativamente.

Por ejemplo:

Si ¢ es un nimero real positivo, cost es el coseno del dngulo cuya medida
es ¢ radianes, orientado positivamente.

Si ¢ es un real negativo, sen ¢ es el seno del dngulo que mide —¢ radianes
y estd orientado negativamente.

Si el lado final de ¢ no estd en el eje Y y ¢ es real, tant se define de la
misma forma como se definieron seno y coseno teniendo en cuenta si ¢ es
positivo o es negativo.

Ejemplo 5.12.

Tan 30 es la tangente del dngulo que mide 30 radianes y estd orientado
positivamente. Observe que tan 30 # tan 30°.

Sen (-3) es el seno del dngulo orientado negativamente que mide 3
radianes.

Cos (%) es el coseno del dngulo que mide 4 radianes y que estd orien-
tado negativamente.

Dominio de las funciones trigonométricas

Hemos visto anteriormente que no importa cual sea la medida u orien-
tacion del dngulo, es posible encontrar los valores de su seno y coseno. Asi
estas funciones pueden ser definidas para cualquier nimero real, lo que per-
mite afirmar que el dominio de las funciones seno y coseno es el conjunto
de nimeros reales.

No sucede lo mismo con la funcién tangente. Se puede calcular tant
solo si el lado final del @ngulo ¢ no estd sobre el eje Y, esto implica que en el

dominio de la funcién tangente no estédn:
n 3n bm n 3n onm

909 g Ty g g

Concluimos entonces que el dominio de la funcién tangente es:

R\ {(Qn + l)g 1nes entero}

El dominio de las funciones secante, cosecante y cotangente tampoco
es el conjunto de todos los nimeros reales. En efecto, de acuerdo con sus
definiciones:

» El dominio de la secante es:

R\ {(Qn + 1)% 1mes entero}
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» El dominio de la cosecante es:

R\ {nr : n es entero}

» El dominio de la cotangente es:

R\ {n7 :n esentero}

Grificas y propiedades

Funcion seno

Consideremos un circulo de radio 1 y centro (0, 0) llamado circulo
trigonométrico (figura 5.15), un punto (z, y) en su circunferencia satisfa-
ce la ecuacion. 22 +y? = 1.

Teniendo en cuenta la definicién de las relaciones de seno y coseno para
los dngulos en posicién normal, el valor de la ordenadda y representa el del
seno y el de la abscisa x el del coseno. Si empezamos a generar los dngulos
positivos cuya medida en radianes aumente progresivamente de 0 hasta el
valor g, observamos que la ordenada va aumentando de 0 a 1.

Como la ordenada es el valor del seno, este va aumentando de 0 a 1.

Figura 5.15.

. . . n
Si se toman dngulos de medida mayor que — pero menor que 7, la or-
2

denada disminuye hasta tomar el valor 0.

3r
Para los dngulos cuya medida estd entre 7 y 5 la ordenada es negativa

3
y va de 0 hasta —1. Y para dngulos entre 5 27, la ordenada sigue sien-

do negativa y va tomando valores entre —1 y 0. Si se continda con el giro,
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notamos que la situacién descrita anteriormente se repite. De estas obser-
vaciones se derivan las siguientes conclusiones:

1. El mayor valor que toma el seno de un niimero real es 1.
2. El menor valor que toma el seno de un nimero real es —1.
3. Los nimeros ¢, + 2, t +4m, ..., tienen el mismo valor del seno.

Estoes,sent =sen(t +2n) =sen(t +4n) = ...

Si el movimiento se realiza en sentido contrario a las manecillas del reloj,
concluimos:

Sent=sen(t —2n) =sen(t —4n) =sen(t —b6r) = ...
Funcién coseno

Si ademads durante el recorrido descrito tenemos en cuenta la variacién
de la abscisa, que es el valor del coseno, concluimos que

1. El mayor valor de coseno es 1.
2. El menor valor de coseno es —1.
3. Cost=cos(t+2m)=cos(t+4m)=...=cos(t —2n) = cos(t — 4n).

Funciones periédicas

Definicién 5.5.2. Una funcién f es una funcién periédica si existe un
real positivo p, tal que para cualquier ¢ en el dominio de f, ¢ + p pertenece
al dominio y /(¢ + p) = f(¢). El menor nimero real positivo p que cumple
esta condicidon recibe el nombre de periodo.

Una caracteristica importante de la grafica de una funcién con periodo p
es que la grifica se repite en intervalos de longitud p. Como

sent

sen(t +2nm), n=...-2,-1,0,1,2,...
cos(t +2nm), n=...-2,-1,0,1,2,...

cost

Las funciones seno y coseno son periédicas, con periodo 27. En las figuras
5.16 y 5.17 aparecen sus respectivas graficas.
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Funcién seno

sen x
T |
|
_I |
1 12 l % |
— ‘ s 3 x
8 | P n v 2
|
Figura 5.16.
Funcién coseno
cos &

\
]
1
T
<
w|§°
N |
3
8

Figura 5.17.

Ejemplo 5.13.

Sen (143) = sen (% + 47) = sen (%]
Cos (257) = cos (61 + T) = cos (£)
Sen (—18Z) = —sen (18Z) = —sen (27 + £) = —sen (%)
Cos (—890°) = cos (890°) = cos (360° + 30°) = cos (30°)

Funcién tangente

Para analizar el comportamiento de la funcién tangente, usaremos nue-

vamente el circulo trigonométrico.
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Figura 5.18.

El lado final del dngulo ¢ intersecta la recta vertical, tangente la circunfe-
rencia unitaria en el punto (1, 0). El punto de corte P tiene como coorde-
nadas (1, y); por lo tanto,

Y
tant = —
1

Si tomamos el dngulo ¢’ = & + ¢. El punto P’ del lado final de ¢’ tiene como
coordenadas (=1, —y).

tan (') = _—31’ =y;

tan (') = tant.

tan (¢t + ) = tant.

Concluimos que la funcién tangente tiene periodo 7. Si ¢ es un dngulo de
primer cuadrante, ¢ + 7 es un dngulo de tercer cuadrante, cuya tangente es
igual a la de t. Igualmente, si ¢t es un dngulo de segundo cuadrante, ¢ + 7
es un dngulo de cuarto cuadrante y sus tangentes son iguales. Para hacer
un esbozo de la grdfica, basta con ver la variacion de la ordenada, en los
cuadrantes 1y 1v.

Veamos c6mo varia el valor de la tangente en el intervalo (-5, ). Con-
sideremos un dngulo ¢ en el intervalo [O, Z). Si la medida del dngulo va-
ria continuamente de 0 a g, observamos que la ordenada va aumentando.
Cuando el dngulo mide §, el lado final del @ngulo no intersecta a dicha tan-
gente y, como lo hemos observado anteriormente, tan § no estd definida.

Como tan —t = —tant, la funcién tangente es impar y, por lo tanto, su
grafica es simétrica con respecto al origen. En la figura 5.19, vemos la grafica
de la funcion tangente en el intervalo (-, )
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Figura 5.19.

Para representar graficamente la funcién tangente repetimos la que he-
mos trazado en el intervalo (-3, §), teniendo en cuenta que el periodo de

esta funcién es . La gréfica en el intervalo (—3—” 3—’T) es la que se muestra en

la figura 5.20.

tan x

B
O[N]

|
|
|
|
|
|
|
|
|
137r%
|
|
|
|
|
|
|
|
|

Figura 5.20.

De estas observaciones se obtienen las siguientes conclusiones:

1. Al dominio de la funcién tangente no pertenecen los nimeros reales
. . T

que sean multiplos impares de 3

2. La tangente de un nimero puede tomar cualquier valor real.

3. El periodo de la funcién tangente es 7.

Ejemplo 5.14. tan %’E tan (7 + 4) entonces tan 2* 5” = tan 7.

7” no estd definida.

tan (—2050) = —tan (205°), entonces:
tan (—205°) = —tan (205° — 180°) = —tan(25°).

117\ _ b
tan (_W) = —tan 10-

tan -
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5.6. Angulos de referencia

Para el cdlculo de los valores de las funciones trigonométricas de cualquier
numero (o dngulo), basta con conocer los que corresponden a un nimero
que esté en el intervalo (0, %), esto es, los que corresponden a los dngulos
agudos. Para realizar este proceso se utiliza un dngulo llamado dngulo de
referencia.

Definicién 5.6.1. Un dngulo de referencia 8, para 0, es el angulo agudo
que forman el lado final de 8 y el eje X.

S

W
ans

W

Figura 5.21.

Para calcular los valores de las funciones de un d@ngulo no cuadrantal 6,
usando los dngulos de referencia, se hallan los que corresponden al dangulo
de referencia y se hace la relacion teniendo en cuenta el cuadrante al cual
pertenece el angulo dado.

Ejemplo 5.15. Si 6 = 135°,

0, = 180° — 135° = 45°.
Sen 135° = sen 45°, cos 135° = —cos45°, tan 135° = —tan 45°.
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Figura 5.22.
Ejemplo 5.16. Si 6 = %’r,
7
0,=%-n=g5. ;
Sen %’r = —seng, COS %’r = —cos §, tan G- = tan .

)

Figura 5.23.

Ejemplo 5.17.Sit = 8,5,y comon < 8,5 < 3&,
0,=3,5—-n.

Trigonometria
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Sent = -sen (3,5 —n), cost = —cos (3,5 — ), tant = tan (3, 5 — x).

Figura 5.24.

Ejemplo 5.18. Sit = %,
— T _ T
9,« =9r - 5§ =3
Sent = —senfg, cost = cos g, tant = —tan g.
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)
N

Figura 5.25.

5.7. Expresiones con seno y coseno

Las funciones trigonométricas permitieron la real incursién del hombre en
la naturaleza de los sonidos y lograron que su conocimiento fuera utilizado
en el disefio de aparatos como el teléfono, el fonégrafo, la radio, etc. Inicial-
mente, el estudio matematico de los sonidos, no se realizé con la aplicacién
de las funciones trigonométricas.

Los pitagéricos descubrieron que la longitud de dos cuerdas igualmente
tensionadas y pulsadas levemente, cuyos sonidos armonizaban, estdn rela-
cionadas por una simple razén aritmética. LLa nota mds baja es originada por
las cuerdas de mayor longitud. Ademads disefiaron escalas musicales cuyas
notas fueron medidas cuantitativamente por las longitudes de las cuerdas
vibrantes porque poseian valores numéricos precisos.

Fueron los matemiticos del siglo xvir quienes iniciaron otras investiga-
ciones e hicieron importantes descubrimientos. Merssene, por ejemplo, es-
tudio el efecto de cambiar la tensién y la masa de la cuerda y encontré que
un aumento en la masa y una disminucién en la tensién producen notas
bajas en una cuerda de longitud dada. Este descubrimiento fue muy impor-
tante para instrumentos con cuerdas, tales como el violin y el piano. Galileo
y Hooke demostraron, experimentalmente, que cada sonido musical estd
caracterizado por un nimero determinado de vibraciones del aire por se-
gundo.

Grandes matematicos del siglo xvi, estudiaron cuerdas vibrantes. En-
contraron que las funciones trigonométricas eran adecuadas para represen-
tar estas vibraciones. A pesar de que estos sonidos provengan de diferen-
tes instrumentos y de distintos medios, son descritos por las mismas leyes.
Todos los sonidos musicales son periédicos. Esto es, un sonido musical es
un movimiento de moléculas de aire que es repetido muchas veces en un
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segundo. Estos movimientos periédicos pueden describirse usando las fun-
ciones seno o coseno.

Recordemos que la funcién seno tiene como periodo 27, esto significa
que la funcién repite su comportamiento en cada intervalo de longitud 27
a lo largo del eje horizontal.

Si ¢ representa el tiempo en segundos, tomamos ¢ como variable inde-
pendiente. La frecuencia con la cual se repite la grifica es 1 en 27 segundos.

La funcién y = sen 2¢ tiene las siguientes caracteristicas: repite su com-
portamiento dos veces en cada intervalo de longitud 27 0 una vez en uno
de longitud 7. La frecuencia es 2 en cada 27 segundos o 1 en 7 segundos.

Siy = sen((256) (27t)), y tiene un periodo de WIG’ y una frecuencia de
256 por segundo. Esta funcién representa un sonido puro o simple que se
repite 256 veces en un segundo. Tal sonido es dado por un diapasén, que
estd disefiado para vibrar a esta frecuencia.

Los valores de y representan la variacién de los desplazamientos de una
molécula de aire desde su reposo hasta su posicién no perturbada. Pero los
sonidos musicales no son simples. Cada sonido musical es una combinacién
de sonidos simples. Joseph Fourier, establecié que todo sonido musical pue-
de ser representado como la suma de funciones trigonométricas simples.
Una forma serfa:

y =aj sen byx + ag sen box + .... + a, sen b,x

5.71. Graficas sinusoidales

En general, funciones que se pueden representar por:
y=Asen (Bx + (), y =Acos(Bx+ ()

o una combinacién de estas pueden ser usadas para obtener conocimientos
de los fenémenos fisicos, la economia, la politica, el arte y seguramente en
muchos otros. Veamos matemadticamente cémo se interpreta una de estas
funciones.

Caracteristicas de la funcién. y = A sen (Bx + C) con A, B, C numeros

reales, B > 0

1. La amplitud de una funcion f es % (valor maximo de f - valor minimo
de ).

Veamos que para este caso es el maximo valor que toma la funcién.
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m —1 <sen(Bx+C)<1.

m Sid>0,-A4 < Asen(Bx+C) < A.
La amplitud es $(A4 +A4) = A

» SiAd<0,-4 > Asen(Bx + C) > A. La amplitud es %(—A -A)
=-A.

De la definicién de valor absoluto obtenemos la amplitud de la fun-
cion es |A|.

2n
2. La funcion es periédica y el periodo es —.

C
3. La grdlfica, con respecto a la de la funcién seno, estd desplazada ——

unidades a la derecha o a la izquierda, segun si C es negativo o posi-

tivo, respectivamente. —% es el desfase o corrimiento de fase.

Ejemplo 5.19. Siy = 2 sen 3z, concluimos:
Amplitud: 2. Periodo: 27”

Figura 5.26.

Ejemplo 5.20.

Siy = —3sen (2x — %), concluimos:

Amplitud: | — 3|, periodo: 2(7” =, desfase: —<- = &.
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(Sen(Qx\g))

\
/

~ 38

ro[x -

Figura 5.27.

Ejemplo 5.21.

Un tsunami es una ola de marea ocasionada por un terremoto bajo el
mar. Estas olas pueden medir mds de 100 pies de altura y pueden viajar a
grandes velocidades. A veces los ingenieros representan estas olas por ex-
presiones trigonométricas de la forma y = @ cos (bt) y utilizan estas repre-
sentaciones para calcular la efectividad de los muros rompeolas. Suponga-
mos que una ola en el instante ¢ = 0 tiene una altura de y = 25 pies, viaja
a razon de 180 pies por segundo con un periodo de 30 min. La expresién
del movimiento de las olas es:

y = a cos (bt)
Como parat = 0,y = 25 pies, entonces:
25 = acos(b0), asi a = 25 pies.

El periodo es 30 min, por lo tanto, QT” = 30 min.
De donde se obtiene que b = {%.
La ecuacion es y = 25 cos {51.
Podemos, ahora, calcular la distancia entre dos crestas consecutivas:
Como recorre 180 pies en un segundo, recorrerd 10 800 pies en un

minuto. La longitud de onda es la distancia entre dos crestas consecutivas,
como el periodo es 80 min, en 30 minutos recorrera:

(10 800)(30) = 324 000 pies.
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5.8. ldentidades trigonomeétricas

Cuando una expresién contiene términos con funciones trigonométricas, se
dice que es una expresién trigonométrica. Muchas veces dichas expresiones
presentan formas complicadas que pueden reemplazarse por expresiones
equivalentes mds sencillas.

El dominio de una expresién trigonométrica es el conjunto de los va-
lores que pueden tomar las variables independientes para que la expresién
represente un nimero real.

Una identidad trigonométrica es una igualdad entre expresiones trigono-
métricas, que es verdadera para todos los valores para los cuales dicha expre-
sién tiene sentido. Esto es, si f (¢) y g () son expresiones trigonométricas,
entonces
/() = g(t) es una identidad trigonométrica, si la igualdad se cumple para
todo ¢ que esté en los dos dominios.

5.81. ldentidades fundamentales

1. Reciprocas: a partir de las definiciones de las funciones trigonomé-

tricas de dngulos en posicién candnica, deducimos csc(d) =

] ] 0 sené’
sen cos

0)= ——, ot(f) = ——, tan(f) = ——, t(0) = .

sec(9) cos 6 cot(9) tan 6 an(®) cos 6 cot(9) send

2. Identidades pitagéricas:

a) Sen?t+cos?t = 1. Recordemos que si (z, y) es un punto que estd
en el lado final de un d@ngulo en posicién canénicay r = \/a2 + y2

x
Sent = X’ cost = —. Entonces:
r r
2 2
2 2, _ xr
sen”t +cos” =5 + —
r r
_y2+x2
7’2
r2 1
==
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P(x,y)

Figura 5.28.

b) 1+tan?t = sec?t. Se obtiene dividiendo sen?t + cos?¢ = 1, por
cos? ¢

¢) 1+ cot?8 = csc? 6. Si se divide la igualdad: sen?6 + cos? 6 = 1,
por sen?6

cos? 6 1
1+ —2 = —2
sen<0 sen<0

1 +cot?0 =csc?9

A partir de estas identidades es posible obtener otras mas complejas.
Realmente no hay un método especial para demostrar que una igualdad
es una identidad, pero en general se aconseja iniciar con el lado en el que
aparezcan mads operaciones para realizar y hacer las transformaciones que
se considere adecuadas, para obtener la expresién del otro lado de la igual-
dad. No conviene transformar los dos miembros simultineamente porque
se estarfa suponiendo que la igualdad es verdadera.

Ejemplo 5.22.

Haciendo uso de las identidades fundamentales encuentre los valores de

las funciones trigonométricas del dngulo 6, si tan 6 = —% y sen 6 > 0.
Solucién.
to 4
cot = —— =——
tan ¢ 3
sec?0 =1+ tan? 6
c 9 25
2
0=14+—=—
e 16~ 16
25
sech = £4/ —.

16
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Como la tangente es negativa y el seno positivo, 6 estd en el segundo cua-
drante, por lo tanto la secante es negativa.

secld = ——.
4
Esto nos permite concluir que:

cosf = —

S

Haciendo uso de la identidad 1 + cot? 6 = csc? 6, tenemos que:

16 25
2
SC 0 = 1 —_— = —
csc + 9 9
PR [25
csch =+ 9
Como sen § > 0,
5
0=—
csc 3
Entonces:
6="1
sen 5

En los siguientes ejemplos vamos a demostrar algunas identidades

trigonométricas:
Ejemplo 5.23.
Csc 0 — senfl = cot 6 cos 6.
Solucion.

1 — sen?d
—-senf = ———
sen 0 sen 0

cscl —sen 0

cos? 6 cos 6
= = cos @ = cot O cos b
sen 0 sen 0
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Ejemplo 5.24.
Tant + 2 cost csct = sect csct + cott.

Solucion.

1
tant + 2costcsct = +(2cost) —.
cost sen ¢

sen?t + 2 cos?t
cost sen it
sen?t + cos?t + cos?t
(cost) (sent)

B 1 N cos?t
(cost)(sent) (cost)(sent)
cost
nt
= (sect)(csct) + cott.

= (secr)(csct) +

Ejemplo 5.25.
(Sec u — tanu)(cscu + 1) = cotu.

Solucion.

(secu—tanu)(cscu+l):( ! _senu)( ! +1)

cosu cosu sen u

l—-senu)({1+senu
B cosu sen u
1 — sen?u

~ (cosu)(sen u)

3 cos®u

~ (cosu)(sen u)
cosu

sen u

cotu.

Ejemplo 5.26.

4 r = SCI’IQT - COS2 r.

Sen*r — cos
Solucién.

sen*r — cos*r = (sen r — cos r) (sen r + cos r)
= (sen r —Ccos r) 1

= (SGHQT - COS2 T)

.
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Ejemplo 5.27.
1 1

T—coso  1+coso 2escta.
Solucion.
1 N 1 _ (I +cosv) + (1 —cosv)
1—-cosv 1+cosv (1 = cosv)(1 + cosv)

3 2
~1-cos?v
2
~ sen2v
= 2csc?v.

Observe que en cada una de las demostraciones anteriores:
= Se inici6 en el lado mds complejo.
= Se efectuaron las operaciones bdsicas.
= Se hizo uso de la factorizacion.

= Se emplearon identidades fundamentales.

5.8.2. Formulas de sumay resta

En ocasiones se encuentran expresiones de la forma: cos(a + B),
sen (@ — B), etc., y es importante poder escribirlas directamente en térmi-
nos de sen «, sen B, cos a, cos .

Mediante construcciones geométricas, la definicion de distancia y el uso
de la identidades fundamentales se puede demostrar que:

cos(a@ — B) =cosacos B +sen a sen 3,

y, a partir de ella, determinar el valor del coseno de la suma. Asi, la férmula
para determinar el coseno de la suma se encuentra a partir de la anterior,
expresando s + ¢ como s — (—t):

cos (s +1t) = cos(s — (—t)) = cosscos(—t) + sen s sen (—t)
Teniendo en cuenta que cos (—t) = cost y que sen (—f) = —sen {:

cos (s +1) = cosscost —sen s sen t
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Las igualdades son vdlidas para cualquier tipo de dngulos y su medida puede
estar dada en grados sexagesimales o en radianes.

T T T
COosS §—af :COS§COSQ’+S€H §S€H(I’ =0cosa + 1 sen @ = sena.

Se utiliza la identidad para el coseno de la diferencia:

sen(a + B) = cos (g - a/) cos B + sen (g - a/) senf

sen(a + B) =sen @ cos B + cosa sen B

Mediante un razonamiento similar al que se hizo para el caso del coseno se
puede hallar el seno de la diferencia:

sen(a@ — B) =sen(a + (—pB))
= sen a cos (—B) + cos a sen (—fB)

sen(a@ — B) = sen & cos B8 — sen B cos @

. : . , sent
tan (@ + B) se obtiene haciendo uso de la identidad tant = .
cos
tan @ + tan
tan(a + B) = tana +@np
1 -tana tan B
tan @ — tan
tan(a — B) = tana —@np
1 +tana tan B8
Ejemplo 5.28.
Como 111—2” = 2?” ;-1%, a pzﬁtir de loilvalores de seno y coseno de 27” VI
T T /S

se puede hallar, sen—g, cos ¢ y tan g

11n 9 & 2 T 2 T
sen—— =sen | — + — | = sen— cos — + cos —sen—

12 3 4 3 4 3 4
V32 1\ (V2
‘77+(_§)7
_VBV2 V2
T4 4

-7 (8-1)
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T os[2E 2 7] = cos 2 cos & — sen2Fsen”
COS g~ = €OS | = + 7| = €08 5= €08 7 — sen—g-sen -
(1) [ 2)_(¥3) (2
2 2 2 2
_[_V2) _(¥3v2
| 4 4
vg <
= (1+3)
. 11z . (27r+7r) tan%"+tan%
an—— =tan|—+=>]=—2 =
12 3 4 l—tan%”tanf

Ejemplo 5.29.

Si @ es un dngulo en el primer cuadrante con cosa = % y B es un dngulo
en el segundo cuadrante con sen 8 = % Evalde sen(a + B), cos(a + B) vy
tan(a + B). Determine el cuadrante de (a + 8).

Solucion. Sen @ = +,/1 — % Como es un dngulo de primer cuadrante:

_ [ 16 3
sena = 25—5
3
3 g
5
tanao = — = —
4
177
144 925
2 _1_ _
cos”™ 169 ~ 169
e
o8B =+ 169 = *7

5
cos B = 13
12
13 12
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Entonces:

sen(a + ) = sen @ cos B + sen S cosa

)8 (-2

cos(a + B) = cosa cos B —sen a sen f8

4 5 3\ (12) 56

[5) ()~ G) ()= -5

tan @ + tan B %—17? 33
tan(a + B) = = =

l—tanatan 8 1_(%) (_%) 56

Como sen (a + B) es positivo y cos (@ + B) es negativo, @ + 8 es un dangulo
de segundo cuadrante.

Ejemplo 5.30.

Si @ es un dngulo de segundo cuadrante y 8 es un dngulo de tercer cua-
drante, con cosa = cos 8 = —%, calcule sen(a — B) y cos(a — B) y determine
el cuadrante para @ — 3.

Solucién. sen @ = +,/1- %, como a es un angulo de segundo cuadrante:

[40 2
sen @ = E = i\/ﬁ

Como B es un dngulo de tercer cuadrante:

sen B = —%\/ﬁ

Entonces:

sen(a — B) = sen @ cos B — sen B cos @
2 3 2 3
- (3910 (5] (5] (-5)
12
Z—E 10

cos(a — B) = cos @ cos B + senasenB

() ol

7)\7) A7 7
9 4 1
=15~ 7910 = 7509~ 4(10)
31

49
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Como sen(a — B) y cos(a — B) son negativos, @ — 8 es un angulo de tercer
cuadrante.

5.8.3. Angulos multiples

A partir de las férmulas del seno y coseno para la suma de dos dngulos se
pueden encontrar férmulas para calcular los valores de seno y coseno del
doble de un dngulo:

sen 2t = 2sen t cost
cos 9t = cos®t — sen’t
2tant

tan 2t = —
1 -tan®t

Para demostrar estas afirmaciones, se toma 2t = ¢ + ¢, y se aplican las {6r-
mulas respectivas:

sen 2t =sen (L +1t) =sentcost + costsent =2 sentcost

cos 2t = cos(t +1) = costcost —sent sen { = cos> ¢ — sen’t

97 — _ tant+tant 2tant
tan 2t = tan (¢ +¢) = 1 —tanttant 1 —tan2¢

En cada uno de los siguientes ejemplos hallaremos sen 26, cos 26, tan 20,
haciendo uso de la informacion dada.

Ejemplo 5.31.
Sen 0 = —%; 270° < 0 < 360°.

Solucién. Como pertenece al cuarto cuadrante, cos 8 es positivo. Usando
la identidad fundamental, tenemos que:

4\2 9
00520=1—(—3) —%
9—+1[£
cosf =+ 55
‘050—§
T3
4\ (3 24
sen20—256n9c039—2(—3)(3)_—%

9 16 _ 7
2525 25

c0s 260 = cos? § — sen?f =
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n26
Se puede hallar tan 26 calculando directamente 20557:
24
tan 20 = —.
an 5

Ejemplo 5.32.
Sec 6 = -3; 180° < 6 < 270°.

.. _ 1 _ 1
Solucion. Cos 6 = w7 = "3

Por las identidades pitagéricas podemos afirmar:

sen @ = +4/1

&

Como 6 estd en el tercer cuadrante:

\/§ 2\/‘
sen = —4 /= =

sen 20 = 2 sen O cosO = 2 (&) =§ 2
1
9

c0s 260 = cos? § — sen?f =

tan 26 = —7\/5

5.9. Ecuaciones trigonometricas

Cuando se propone una igualdad de expresiones trigonométricas que no
es una identidad, el objetivo es determinar valores que la hacen verdade-
ra. Para ello se requiere resolver una ecuacién. La ecuacién puede no tener
solucién vy, si la tiene, no necesariamente es la tinica. Puede haber infini-
tas soluciones en un intervalo, por esto es muy importante tener en cuenta
el conjunto en el cual se va a encontrar dicha solucién. En los siguientes
ejemplos resolveremos algunas ecuaciones.

Ejemplo 5.33.
2cos0+1=0.

Solucién. Si 2cos 8 + 1 = 0, entonces:

cosf = ——.

2

Para encontrar la solucién general se buscan primero los dngulos tales que
0 < 6 < 2, que satisfacen la igualdad. Como la funcién coseno es negativa
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en los cuadrantes segundo y tercero, buscamos qué dngulos tienen como
valor de coseno —% en dichos cuadrantes. Los dngulos que satisfacen esta
B 2n o 4nm
condicién son 5 y <.
Teniendo en cuenta que se debe encontrar la solucién general, y que la
funcién coseno tiene como periodo 27, la solucién general es:

2 4
3 + 2nm : nes entero; U 3 + 2n7 : n es un entero

Ejemplo 5.34.
(Csc 0)(sen 0) = 1.

Solucion. Sisen 8 # 0, csc O = ﬁ, por lo tanto:

(cscB)(sen 0) = (ﬁ) (sen 9) = 1.

Lo anterior indica que los tnicos valores que no satisfacen la ecuacién son
aquellos para los cuales el seno es igual a cero, o sea los multiplos enteros
de 7. Asi, la solucién es el conjunto de reales 6 tales que 6 # nx, donde n
es un numero entero. El conjunto de soluciones es:

R—{nmr:neZ}

Ejemplo 5.35.
Cot?6 —cot 6 = 0.
Solucién. cot? 6 — cot @ = cot 6(cot § — 1) (factorizando).

Entonces:
cotf(cot @ — 1) = 0 (hipétesis).

Por lo tanto:
cotd =00 cotd —1=0.

Si cot# = 0, entonces § = (2n + 1), donde n es un entero.
Sicotf =1, entonces § = T +2nmw o6 = 54—” + 2n, donde 7 es un entero.
Asi:
S = {(271 + DG :nes entero} v {% +2nmw:nes entero} U
E’T’r +2nm:nes entero}
En los siguientes ejemplos encontraremos las soluciones de la ecuacién
que estén en el intervalo [0, 2r].

Ejemplo 5.36.
2cos?y + cosy = 0.
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Solucién. 2 cos? y + cosy = cosy (2cosy + 1)
Cosy (2cosy + 1) =0, por lo tanto:

cosy=002cosy+1=0.

Sicosy =0, entonces y = oy = %’r No se toman mds valores debido a
que nos interesan solo los que estdn en el intervalo [0, 2r].
Si2cosy+1=0,cosy = —%, los valores en [0, 27] que satisfacen la
2r
k3

ecuacion son: 5y 47” El conjunto solucién es:

s |x 37 2r dx
127278738
Ejemplo 5.37.

Qtant — sec?t = 0.

Solucién. Expresamos todo en términos de una sola funcién. Observa-
mos que es mds conveniente hacer uso de la identidad: sec?t = 1 + tan?¢.
Haciendo el reemplazo tenemos:

9tant —sec’t = Qtant — (1 +tan2t) =0
O sea:

—tan?t+2tant —1=0
tan?¢ — 2tant + 1 =0  (multiplicando por -1).

Esta es una ecuacién cuadrdtica. Si hacemos x = tant, la ecuacién se con-
vierte en:

2-%2x+1=0
(x — 1)? = 0, (factorizando).

Asi, x = 1. Entonces:
tant = 1.

Los valores en el intervalo [0, 27], que satisfacen la igualdad son: 7§ y %.

Ejemplo 5.38.
Cos 0 —sen 6 = 1.

Solucién. Para facilitar los cdlculos, despejamos cos 8 y, después, expre-
samos todo en términos de una sola funcién:

cosf =1+send.



282 « Trigonometria

Elevamos al cuadrado:
cos26 =1+ 2sen 6 + sen?.

Se debe tener cuidado porque al elevar al cuadrado podrian introducirse
soluciones extrafias.

sen?6 + 2sen 6 + 1 — cos? 6 = 0.

C C
Como 1 — cos?x = sen?z,

2 sen6 +2sen 6 =0

sen @(sen 6 + 1) = 0 (simplificando y factorizando).
senf =0o0senf+1=0

Si sen 8 = 0, entonces 8 puede tomar como valores 0, 7, 27.

3n
o

Como es posible que haya soluciones extrafas, debemos verificar si todas

Sisen  + 1 = 0, entonces sen 8 = —1, luego 6 =

las encontradas satisfacen la ecuacion.
cos0—sen0=1-0=1 (O sisatisface la ecuacion)
cosm—senmt =—1—-0=-1 (& no satisface la ecuacion)
cos2mr —sen2r =1 -0=1 (2r si satisface la ecuacion)

cos 37” - sen%’r =0-(-1)=1 ( 37” si satisface la ecuacion)

3
S = {O, on, ?}

De lo anterior:

5.10. Aplicaciones de la trigonometria

Hemos visto aplicaciones en problemas que pueden resolverse utilizando
las funciones trigonométricas en tridngulos rectiangulos. Hay casos en los
que se requiere el uso de tridngulos que no son rectangulos y, sin embargo,
es posible encontrar sus elementos (lados, dngulos), mediante los teoremas
del seno y del coseno, que establecen relaciones entre los lados y los d@ngulos
de un tridngulo que no contiene un dngulo recto.
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5.10.1. Teorema del seno
C

A c B
Figura 5.29.
Si en el tridngulo AABC, a, b, ¢ son las longitudes de los lados opuestos a
los dngulos A, B, C, respectivamente, entonces:

sen /A _sen /B _sen /LC
a b ¢

Para encontrar todos los elementos de un triangulo mediante el teorema del
seno, se debe utilizar cualquiera de los siguientes grupos de informacion:

1. Dos lados y el dngulo opuesto a uno de ellos.
2. Dos dngulos y cualquier lado.

Ejemplo 5.39.
Encuentre la medida de los dngulos y de los lados desconocidos del A4BC
de la siguiente figura, si se sabe que Za = 115°, a = 46, b = 40.

C
46
A 40 B
Figura 5.30.
Solucién. Si % = SCZ'B’ entonces 5-31141615O _ SCIOﬁ )
Despejando:

40 sen 115°  40(0, 906)
senf = ¥ 16
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Sisen B ~ 0, 787, entonces B ~ 51, 9°.
Como la suma de los dngulos interiores de un tridngulo es 180°,
entonces:

y =180° = (51,9 + 115)° ~ 13, 1°.

Si S(?Y[])/ — sega’ entonces 0 1r3,1 — sen41615
Despejando:

. . _ 46sen 13,1°  (46(0,226))
Sic= “sen 115° ? entonces ¢ ~ 0,906 11, 5.

Ejemplo 5.40.

Dos observadores situados a 110 m de separacién, en puntos A y B de
la orilla de un rio, estdn mirando una torre en la orilla opuesta en el punto
C (figura 5.31). Silos dngulos 2CAB'y /CBA, miden 43° y 57° respectiva-
mente. ¢A qué distancia estd el primer observador de la torre?

Solucién. A partir del triangulo de la figura

y = 180° — (57° + 48°) = 80°
b 110

sen 57°  seny

Despejando:
_ 110sen 57° 92,25

sen 80° 0,98

El primer observador estd aproximadamente a 94,18 m de la torre.

~ 94, 13 m.

N 43 57
A 110 B

Figura 5.31.

Ejemplo 5.41.

Un poste vertical de 60 pies de longitud estd colocado en la cima de una
colina y proyecta una sombra de 138 pies de largo, colina abajo, a lo largo
del camino, cuando el dngulo de elevacion del sol es de 58° (figura 5.32).
Encuentre el dngulo de inclinacién del camino.
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Solucién. El triangulo AABC es rectangulo. Si se conoce vy, se puede
calcular 8, teniendo en cuenta que 58° = 0 + y.

A
a
60)
I\ 58
0 /!
B C

Figura 5.32.

En el triangulo AABC, @ + 58° + 90° = 180°. Entonces @ = 32°.

sena@ _ Sseny
Por el teorema del seno, *fg¢ = &5

Despejando, tenemos que: sen y = % =0,23;v ~ 13, 29°.

0 =58 -13,29°=44,71°.

El dngulo de inclinacion es de 44, 71°.

5.10.2. Teorema del coseno

En algunos problemas no es posible aplicar solamente el teorema del seno,
como en aquellos en los que se conocen solamente dos lados y el dngulo
comprendido entre ellos. Si se tienen estos elementos y se quiere calcular
los que hacen falta, se aplica el teorema del coseno y ya conocido el lado
restante puede utilizarse el teorema del seno.
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Figura 5.33.

Si en el tridngulo A4BC de la figura 5.38, a, b y ¢, son los lados opuestos
a los dngulos @, By y, respectivamente, entonces:

1. a2 =62 + % — 2bccosa

2. b2 = a? +¢% - 2accos B

3. ¢2=a?+b%-2abcosy

Ejemplo 5.42.

En una esquina de un campo triangular el angulo mide 52, 4°, los lados

que se encuentran en esa esquina miden 100 m y 120 m de largo. {Cudnto
mide el tercer lado?

Solucioén.
12 = 100% + 1202 — 2(120)(100) cos (52, 4°)
2 = 10000 + 14 400 — 24 000(0, 61) = 9760 m?
[ =V9760 ~ 98, 9 m.

52.4

100

Figura 5.34.
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Ejemplo 5.43.
Dos corredores A y C parten del mismo punto B a las 12:00 m. Uno
de ellos se dirige hacia el norte a 6 millas por hora y el otro se dirige a 68°

al este del norte a 8 millas por hora. {Cudl es la distancia entre ellos a las

3:00 p.m.

Solucion.

68 a

Figura 5.35.

Debemos encontrar la longitud de b, entonces encontramos las longitu-
des de a y ¢. Como parten a las 12:00 m., a las 3:00 p. m. cada uno ha
corrido durante tres horas. Asi:

¢ = (6mph)3h = 18 millas
a = (8mph)3h = 24 millas

Por el teorema del coseno: b2 = a? + ¢2 — 2ac cos(68°).

b? = 18% + 242 — 2(18)(24)(0, 87)

b? = 580, 32
b ~ 24 millas.

Taller 1

1. Larueda delantera del triciclo de Pedro tiene un didmetro de 10 pul-
gadas. {Qué tan lejos llegard pedaleando 60 revoluciones?

2. Un reloj tiene el minutero y el horario del mismo tamafio, miden 6
pulgadas y llegan hasta la orilla de la cardtula del reloj. Encontrar el
drea de la regién angular entre las dos manecillas a las 5:40 a. m.

3. Indicar en grados y en radianes el dngulo central 8, en una circunfe-
rencia de radio 4 cm., subtendido por el arco S de longitud 7 cm.
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4.

5.

10.

Trigonometria

Hallar el drea del sector determinado por un dngulo central de medida
50° en un circulo de didmetro 16 m.

Encontrar el drea de la regién sombreada de la figura 5.36.

100
Figura 5.36.

Se utiliza una gran polea de 3 pies de didmetro para levantar cargas.
Hallar la distancia que la carga es levantada si la polea gira un dngulo

de 7% radianes.

Un guarda bosques que estd a 200 pies de la base de un drbol, observa
que el dngulo de elevacion entre el suelo y la parte superior del drbol
es de 60°. Calcular la altura del drbol.

. Se desea construir una rampa de 24 pies de largo que se levante a una

altura de 5 pies sobre el nivel del suelo. Calcular el angulo de la rampa
con la horizontal.

Una escalera que mide 20 pies se apoya en un edificio y el dngulo
entre ambos es de 22°.
a) Calcular la distancia del pie de la escalera al piso.
b) Si la distancia del pie de la escalera al edificio aumenta 3 pies,
daproximadamente cudnto bajard del edificio la parte alta de la
escalera?

En cada caso hallar los valores exactos de las 6 funciones
trigonomeétricas:

a) El punto de coordenadas (—%, —%) pertenece al lado final del
angulo.
b) (80, —40) es un punto del lado final del dngulo.

¢) Ellado final estd en el tercer cuadrante y sobre la recta 3y—4x =0.
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11. Encontrar los valores de las 6 funciones trigonométricas del dngulo 6,

) 3 T
51sen9=3,0<0<—.

2

. by
12. Sitana = 2, 7 < @ < 3—, encontrar los valores de sen «, cos a.

2

Taller 2

1. Usando los dngulos de referencia encuentrar el valor exacto de:

a) cos 150°

b) cot (—2?”)

¢) tan(—225°)

d) csc (?Tﬂ)

2. En cada caso encontrar: amplitud, periodo y corrimiento de fase.
a) y= % sen 4x
b) y = sen(—4x)
n
¢) y =—-V2sen (§x + 47r)
d)y=-2sen(2x—nm)+1

8. Para las grdficas 5.87 y 5.38 encontrar: amplitud y periodo. Expre-
sarlas en la formay = a sen bx, oy = a cos bx.

Figura 5.37.
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o
3
4>|§‘

Figura 5.38.

4. El bombeo cardiaco consta de una fase sistdlica, en la cual la sangre
sale del ventriculo izquierdo hacia la aorta, y de una fase diastélica
durante la que el corazén se relaja. En ocasiones, la funcién cuya gra-
fica se muestra a continuacién sirve para hacer un modelo del ciclo
completo de este proceso. Para un individuo en particular, la fase sis-
télica dura i de segundo y tiene un volumen mdximo de 8 litros por
minuto. Encontrar a y b, en la ecuacién que muestra la figura 5.39.

y =asenb

Sistole
Diastole

0 025 050  0.75

Figura 5.39.

5. La onda portadora de la onda de cierta estacion de FM tiene la forma
y = Asen (2110%), donde ¢ estd medido en segundos. {Cudl es la
frecuencia de esa onda?
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6. En un ecosistema de presa-depredador, el nimero de depredadores 'y
de presas tiende a variar periédicamente. En cierta regién con lobos
como depredadores y conejos como presa, la poblacién de conejos
varia con la férmula:

R =15000 + 1500 sen 2¢,

donde ¢ estd medido en afios después del 1.° de enero de 2000.

a) {Cudl es la maxima poblacién de conejos?
b) {Cudndo se alcanzé por primera vez?
¢) {Cudl fue la poblacién el 1.° de enero de 2003?
7. Un peso atado a un resorte suspendido en un techo, se estd moviendo
hacia arriba y hacia abajo. Su movimiento estd descrito por la ecua-
cion:

y:8+4cos(gt+%),

y estd medido en pies y ¢ en segundos. {Cudl es la distancia minima
del peso al techo y cudndo se alcanza por primera vez?

8. Encontrar el valor exacto de:

n
a) cos —3—)
) cos (-8
b) sen (—225°)
¢) tan (=)
9. Escribir en términos de las funciones trigonométricas de sus respec-
tivos dngulos de referencia:

a) cos(510°)
/4
b) cot (196)
¢) csc(d)
d) sen(—235°)
e) tan(13)
10. Sin <t < 3%, y cost = ~13’ encontrar sen 2t, cos 2t, tan 2¢.
11. Siay B son dngulos de primero y tercer cuadrante respectivamente,

consena@ = —, cos B8 = —%:

5
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a) Encontrar: sen (a + 8), cos(a — B), cos 2a, sen 23.

b) ¢En qué cuadrantesestin @ + By @ — 87
12. Simplifique cada una de las siguientes expresiones:

sene (1 + csc @)

a) o

1+ csc g sen
sen®z + cos® x
by — —

senz + cosx
cot?9 — 4
cot20 —cotf — 6

c

Taller 3

1. Encontrar la solucién de cada ecuacién en el intervalo [0, r]:

a) sent:%

b) secB =2

¢) sec2a—4=0

d) 2sen?u =1 -senu

¢) 2cost+8cost+1=0
2. Encontrar la solucién de cada ecuacién en el intervalo [0, 27]:

a) senx —cosx =0
b) sen?d —send — 6 = 0

¢) 2tant —sec?t =0

8. En un dia despejado con D horas de iluminacién, la intensidad de la
luz solar I (en calorfas/cm?) se puede calcular mediante:
I = I,sen® (%t), 0 <t < D, donde I, es la intensidad mdxima.
Un dermatélogo recomienda protegerse del sol cuando la intensidad
I revase el 75 % de la maxima. Si D = 12 horas, calcular el nimero
de horas para las que se requiere proteccién en un dia despejado.

4. Un jardin triangular tiene lados que miden 42, 50 y 63 m. Encontrar
la medida del angulo menor.
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. Dos automdéviles parten de la interseccion de 2 carreteras rectas, y
viajan a lo largo de ellas a una velocidad de 55 millas por hora y 65
millas por hora, respectivamente. Si el dngulo de interseccion de las
carreteras mide 72°, {qué tan separados estdn los automdviles después
de 36 minutos?

. Las boyas 4, B y C, marcan los vértices de una pista triangular de
carreras en un lago. Las boyas A y B, distan 4200 pies, las boyas 4y C
distan 3800 pies y el dngulo 2CAB mide 100°. Si la lancha ganadora
de la carrera recorrié la pista en 6,4 segundos, ¢cudl fue su promedio
en millas por hora?

. Un camino recto hace un dngulo de 15° con la horizontal. Cuando
el dngulo de elevacion del sol es de 57°, un poste vertical que estd a
un lado del camino, proyecta una sombra de 75 pies de largo, cuesta
abajo. Calcular la longitud del poste.

. Un trotador corre a una velocidad constante de una milla cada 8 mi-
nutos en direccién S40°E durante 20 minutos y luego en direccion
N20°E durante los siguientes 16 minutos. Calcular la distancia desde
el punto final al punto de partida.

Taller 4

. Completar el enunciado, seleccionado la opcién correcta.
a) sen 90 =1

n
b) tan(x + §) = tanx

¢) cos (11%) = cos (%)

d) tan(x + 57) = tanx
Son verdaderas:

a. ly4

b. 2y 3

c. 1y2

d. 8y4
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2. Si0 <x < g, entonces:

a) sen 3z = 0 no tiene solucion.
b) cos 3z = 0 tiene una unica solucion.
¢) tan 3z = 0, tiene infinitas soluciones.

d) sen 3x = cos 3z, no tiene solucién.
3. Seleccionar la afirmacién verdadera:

a) El periodo de cos (gx + 3) es .
b) La amplitud de sen (rx + 1) + 2 es 2.
¢) Sen (x - g), estd desfasado, con respecto a sen , x unidades a

la derecha.

d) La amplitud de —2 cos (2x + 1) es 2.

4. Seleccionar la opcién que complete el enunciado. Vientos dominantes
han ocasionado la inclinacién de 11° de un viejo drbol hacia el este
desde la vertical.

a) El sol en el oeste estd a 32° arriba de la horizontal.
b) El arbol mide 114 pies de la corona al suelo.

Si se quiere hallar la longitud de la sombra:
la informacién a es suficiente pero b no lo es.
la informacién b es suficiente pero a no lo es.

se necesitan las dos informaciones.

2o T

cualquiera de las dos informaciones es suficiente.

5. Seleccionar la opcién que complete el enunciado.

a) cos(t +m)=—cost
3

b) sen(t+—ﬂ = —sen !
2
n

¢) sen (t— §) = —cost

d) cos (t + g) =sent
De las afirmaciones anteriores son verdaderas:
a. 1y3.
b. 2y 4.
c. 3y4.
d 1y2.
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