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Resumen

Titulo: Analisis comparativo de los puentes estocasticos: simulacién, estimacion y bondad
de ajuste

En este trabajo se presenta un analisis comparativo entre el puente browniano clasico y puentes
brownianos fraccionarios con diferentes parametros de Hurst. También se aborda un enfoque
paralainferencia cldsica sobre los pardmetros de estos modelos. Se explica ademas como simular
estos procesos cuando los parametros ya son conocidos o estimados. Asimismo, se describe
una metodologia para llevar a cabo pruebas de bondad de ajuste mediante el uso de técnicas
de envolvimiento. Por dltimo, se presentan tres aplicaciones en datos funcionales, estadistica
espacial y procesamiento del lenguaje natural.

Palabras clave: Puente Browniano; Puente Browniano Fraccional; Puente Gaussiano; Estimacion;
Simulacion mediante métodos numéricos; Método de Euler-Maruyama; Método de Cholesky.
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Abstract

Title: Comparative analysis of stochastic bridges: simulation, estimation and goodness of fit

This work presents a comparative analysis between the classic Brownian bridge and fractional
Brownian bridges with different Hurst parameters. It also introduces an approach to classical
inference on the parameters of these models. The simulation of these processes is explained
when the parameters are either known or estimated. Additionally, a method for conducting
goodness-of-fit tests using the envelopment technique is discussed. Finally, three applications
in functional data, spatial statistics, and natural language processing are presented.

Key Words: Brownian Bridge; Fractional Brownian Bridge; Gaussian Bridge; Estimation; Simulation by
numerical methods; Euler-Maruyama method; Cholesky method.
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1 Introduccion

Los puentes estocasticos son modelos estadisticos que se adaptan a situaciones en las cuales
se tiene sobre una frontera valores fijos y a medida que se aleja de la frontera se aumenta la
variabilidad, estos procesos tienen una gran variedad de aplicaciones, tales como: el movimiento
migratorio de aves [18], ya que hay un punto inicial fijo y un punto final fijo. Las aves al partir del
punto inicial se van separando lo cual en estadistica se puede considerar como un aumento en
la varianza y al acercarse al punto final esta distancia se va reduciendo hasta que llegan a la meta.

En ese sentido dicha varianza se vuelve cero. En las ultimas investigaciones sobre las trayectorias
de animales se ha expuesto la necesidad de flexibilizar los supuestos. En el ano 2017 Kranstauber
soluciona el problema de la isotropia haciendo uso de una distribuciéon normal bi-variada, mientras
que en 2019 [19] propone el modelo del puente browniano con covariables. En el afio 2017
el mismo autor soluciona el problema de la isotropia haciendo uso de una distribuciéon normal
bi-variada, sin embargo no se han flexibilizado supuestos relacionados a la normalidad, incremen-
tos independientes, entre otros. Otra aplicacion relevante del puente browniano se encuentra
en el estudio de las propiedades de los polimeros y su comportamiento en soluciones [35].

Es asi que, en este contexto, el puente browniano forma estructuras entre segmentos poliméricos
debido a la difusion térmica, siendo esencial para comprender las propiedades mecanicas y
fisicas de los polimeros, asi como para la sintesis y procesamiento de materiales, en situaciones
que involucran la fluidez y viscosidad de polimeros en solucién, como la fabricacion de recubri-
mientos, el puente browniano impacta la formacion de peliculas uniformes y suaves, siendo
crucial para lograr recubrimientos de alta calidad.

Estas condiciones desempenan un papel significativo en la viscosidad y elasticidad de los materiales,
influyendo en su capacidad para fluir, mezclarse y responder a esfuerzos mecanicos. El puente
browniano también se presenta como la solucién de la ecuacion de calor bajo una frontera con
una temperatura fija. Este planteamiento constituye un problema de valor en la frontera que
satisface las condiciones de Dirichlet, y su solucion fuerte se materializa en el puente estocastico.

Hasta ahora, los trabajos existentes han considerado el puente browniano clasico en este contexto.
Sin embargo, es importante sefialar que existe una generalizaciéon de esta definicion que incorpora
ruidos fraccionarios, ampliando asi la comprension y aplicabilidad de estos modelos. En el
segundo capitulo, se aborda mediante una metodologia clasica el proceso inferencial sobre el
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parametro de volatilidad y el parametro fraccional.

Este enfoque proporciona un marco que permite analizar la variabilidad y estructura de los
datos, resultando esencial para comprender los procesos estocasticos subyacentes. dentro de
este proceso de estimacion del pardmetro fraccionario de Hurst, se adopta la metodologia de
maxima verosimilitud, que implica la construccién de una grilla y la aproximacion gradual al
valor 6ptimo de H, esta técnica ofrece una aproximacion efectiva. Esto muestra la necesidad de
seguir investigando en la optimizacion analitica de la funcién de verosimilitud.

De esta manera la grilla proporciona una estrategia practica para evaluar diferentes valores de H
y determinar aquel que maximiza la verosimilitud del modelo en cuestion de la decision de dejar
la formalizacion analitica como un problema futuro sugiere un reconocimiento de la complejidad
inherente al proceso y la necesidad de desarrollos adicionales en el marco teérico, teniendo en
cuenta la formalizacion analitica de la estimacion del pardmetro de Hurst representa un desafio
que podria requerir técnicas estadisticas avanzadas y una comprension mas profunda de las
propiedades de los procesos estocasticos fraccionarios.

Asi mismo en el tercer capitulo se presenta un analisis comparativo de puentes estocasticos,
explorando metodologias inferenciales clasicas para estimar la volatilidad asociada a estos modelos,
el cual se aborda desde la simulacion de datos funcionales con ruido de puentes, proponiendo
regiones de confianza y validando la bondad de ajuste, de esta manera la investigaciéon incluye
la simulacion de trayectorias de animales con puentes brownianos fraccionarios y la aplicacion
del puente browniano fraccionario para mejorar la calibracién del modelo COLOR.

De ahi que al abordar un par de ideas sobre la investigacion que estas llevando a cabo por
medio de la simulacion de trayectorias de animales con puentes brownianos Fraccionarios bajo
la exploracion de la movilidad animal que utiliza la simulacién de trayectorias de animales
con puentes brownianos fraccionarios para comprender mejor los patrones de movimiento de
diversas especies en entornos naturales. Esto podria incluir la modelizacion de la busqueda de
alimentos, migraciones estacionales o comportamientos territoriales bajo el impacto del entorno
en el movimiento animal, investiga coémo factores ambientales como la topografia del terreno,
la disponibilidad de recursos y la presencia humana influyen en las trayectorias de los animales
simulados. Esto podria ayudar a prever como el cambio climatico u otros cambios en el entorno
pueden afectar los patrones de movimiento de las especies.

De esta manera en la medida que hay una optimizacion de la calibracion del modelo relacionado
con utilizar el puente browniano fraccionario para mejorar la precision de la calibracion del
modelo COLOR (Coherent dialOgue pLanning approach via BrOwnian bRidge). Esto puede implicar
desarrollar algoritmos que utilicen informacién para ajustar mas eficientemente los parametros
del modelo.



Estas contribuciones resaltan la versatilidad de los puentes estocasticos en diversos contextos.
En términos metodologicos, se propone una solucién numérica para estimar el coeficiente fraccio-
nario de manera eficiente, reconociendo su complejidad analitica. Ademas, se sugiere la aplicacion
de puentes estocdasticos como ruido en datos funcionales, simplificando la estimacién de pardmetros
a dos: el coeficiente de volatilidad y el coeficiente fraccionario.

Es por ello por lo que se explora la técnica de embedding para evaluar la bondad de ajuste,
mostrando mayor potencia que enfoques tradicionales, la comparaciéon de diversos puentes en
trayectorias destaca la flexibilidad del puente browniano fraccionario para capturar aumentos
en la volatilidad, superando limitaciones de modelos clasicos. Se sugiere evaluar este enfoque
en escenarios realistas y extensos. Ademas, se plantea el desafio futuro de desarrollar una
metodologia numérica para abordar ecuaciones diferenciales estocasticas multivariadas asociadas
al puente browniano multivariado, ampliando su aplicabilidad en sistemas complejos. También
se motiva a la aplicacion rigurosa de la estadistica clasica sobre estos modelos y exploracion
de estas técnicas en diversos campos de la estadistica como la estadistica no paramétrica y la
estadistica bayesiana.

En este documento, el objetivo general es realizar un analisis comparativo de los puentes estocas-
ticos con respecto al numero de pardmetros, simulacion, estimaciéon y bondad de ajuste, con
el fin de proporcionar una metodologia estadistica de dichos procesos, para hacer métodos
inferenciales sobre los pardmetros. Para esto se tienen los siguientes objetivos especificos.

- Identificar las propiedades del puente browniano clasico y el puente browniano fraccionario
para presentar un analisis de las caracteristicas de cada tipo de puente estocastico.

- Describir las diferencias fundamentales entre los puentes estocasticos con respecto a la
simulacion, estimacion de pardmetros y bondad de ajuste.

- Clasificar los diferentes puentes estocasticos con respecto a los supuestos y a los usos.

- Proponer una metodologia estadistica para poder realizar inferencia sobre los parametros
de los diferentes puentes estocasticos



2 Preliminares

2.1 Concepto basico

Se exponen los principales resultados de la teoria de probabilidad y estadistica matematica que
seran usados en este trabajo. Las definiciones y teoremas que irdn preparando el camino para
exponer el gran teorema de Neyman-Pearson, que serd utilizado posteriormente para hacer
inferencia sobre los puentes estocasticos. La teoria de la probabilidad juega un papel muy
importante a la hora de trabajar con procesos estocasticos, por eso se hace un recuento breve
sobre los fundamentos basicos de esta area, si se desea profundizar, se sugiere el siguiente libro
[26]

Definicion. 1 Sea .% una familia de conjuntos contenidos en €2, se dice que .# es o-dlgebra sobre € si y solo
si

- Qe
- Si A € .Z entonces A€ € F

« Si Ay, Ay, - € F entonces

oo
UAi e Z.
=1

Esta familia contiene a los conjuntos a los cuales se les puede asociar un grado de incertidumbre;
por lo tanto, si una o-algebra contiene a otra, la 0-dlgebra mas grande contiene mas informaciéon
del experimento, este razonamiento es crucial a la hora de hablar de filtraciones y martingalas. A
la dupla (€2, %) se le llama espacio medible. El espacio medible usual sobre los numeros reales
es el espacio de Borel (R, B(R)), el cual esta conformado por el conjunto de los numeros reales
y la menor o-algebra que contiene a los intervalos abiertos.

Definicion. 2 Sea P una funcion cuyo dominio es .# y cuyo co-dominio es R. P es una medida de probabilidad
siy solo si
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« Si Ay, Ag, -+ - € F disyuntos dos a dos entonces

P(JA) =3 P(ay)

(Q, .7, P) se le llama espacio de probabilidad. Note que la informacién de la incertidumbre de
un experimento aleatorio se condensa en el espacio muestral y en la medida de probabilidad.
En muchos casos se hace estudio de una caracteristica determinada sobre cada elemento del
espacio muestral, a dichas caracteristicas se les denomina variables aleatorias y se les denota
con letras mayusculas.

Definicion. 3 Sea X una funcién cuyo dominio es el espacio muestral y cuyo co-dominio es el conjunto de los
niimeros reales, X es B(IR)-.% variable aleatoria siy solo si paratodo B € B(R) setieneque X ~*(B) € .F

En este trabajo se dird simplemente que X es una variable aleatoria real y se entenderd como
una funcion de valor real medible con respecto a B(RR)-.% .No en todos los casos se consideraran
como valores posibles a todo el conjunto de los numeros reales. Por eso, se procede a trabajar
con el soporte de la variable definido como ® = {x € R|fx(xz) > 0}. Por otro lado se usard
notacion de Lebesgue para la definicion de momentos de una variable, si desea profundizar mas
sobre dicha integral puede estudiarla en [26].

Definicion. 4 Sea (2, %, P) unespacio de probabilidad y X una variable aleatoria real sobre él. Se le llama
esperanza o valor esperado de X, al primer momento, es decir:

Y owen TP(X =) discreta
px = E(X) = / XdP = /xdF(a:) =
Q N

Jezfx(x)dz  continua

Definicion. 5 Sea (€2, .#, P) unespacio de probabilidad y X una variable aleatoria real sobre él. Se le llama
varianza o segundo momento centrado a:

Var(X) = E(X — px)?) = B(X?) — pik.

La esperanza y la varianza de una variable aleatoria no siempre existen; por ejemplo, en la
distribucién Cauchy. Por eso es relevante definir el espacio .£?(§2,.%, P) como el conjunto
de variables aleatorias sobre (2,.%, P) que tienen esperanza y varianza finitas. La esperanza y
la varianza son las caracteristicas mas usadas de una variable aleatoria, sin embargo para realizar
inferencia sobre parametros es necesario distinguir cuando un momento esta centrado en cero
y cuando esta centrado por la media.

Hay espacios més generales que el espacio .£?(Q, %, P), por ejemplo al espacio de las variables
reales sobre (§2, #, P) tales que E|X|" < oo se le llama .7 (2, #, P), usualmente r € IN.
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Definicion. 6 Sea X € Z" (2, .#, P) una variable aleatoria real. Se define el r-ésimo momento centrado
en cero a lo siguiente:

w. = E(X").
Note que px = p)

Definicion. 7 Sea X € Z" (2, .#, P) una variable aleatoria real. Se define el r-ésimo momento centrado
por la media a lo siguiente:

pr = E((X = px)").

Note que 0% = ji9, esta notacion de los momentos es la mas usada y dichas definiciones seran
cruciales a la hora de realizar estimadores.

Otro tema importante para considerar las caracteristicas de un buen estimador es la convergencia
estocastica, para hacer profundidad en el tema se siguiere el siguiente texto [8]

2.2 Convergencia de sucesiones de variables aleatorias

Definicion. 8 Sea X, X, Xo, - - - unasucesion devariables aleatorias sobre el mismo espacio de probabilidad,
se dice que X, converge casi seguramente si y solo si:

P({w e Q] lim X,(w) =X(w)}) =1
n—oo
la notacién que se usard en este trabajo es

X, 3 X.

Definicion. 9 Sea X, X, Xo, - - - unasucesion devariables aleatorias sobre el mismo espacio de probabilidad,
se dice que X, converge estocdsticamente si y solo si para todo € > 0

nll_{glo PweQ:|X,(w) — X(w)| >€})=0

la notacién que se usard en este trabajo es

X, 5 x

Definicion. 10 Sea X, X, Xy, - - - una sucesién de variables aleatorias sobre el espacio £ (2, F, P). Se
dice que X,, converge en r-media si y solo si

lim E(|X, — X|") =0

n—o0

la notacion a ser usada es
L
X, = X.
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Definicion. 11 Sea X, X, X5, - - - unasucesion devariables aleatorias, se dice que X, converge en distribucion
siy solo si
lim FXR(I) = Fx(ZE)

n— o0
la notacién que se usard en este trabajo es
D
X, = X.

Luis Rincdn en su libro [29] demuestra la relacion entre los diferentes tipos de convergencia, es
decir, se verifica que si una familia de variables aleatorias convergen casi seguramente, entonces
dicha familia converge probabilidad. Si una familia de variables aleatorias convergen en L,,
entonces dicha familia converge en probabilidad. Por tltimo si una familia de variables aleatorias
convergen en probabilidad, entonces dicha familia converge en distribucion.

2.3 Estimacion

En la teoria cldsica de inferencia estadistica, por ese motivo se incluyen algunas definiciones y
resultados de la estadistica matematica, con énfasis en el teorema de Neyman Pearson que ayuda
a construir las pruebas de hipotesis uniformemente mas potentes, si desea profundizar en esta
area de la estadistica se recomienda el texto [4].

Definicion. 12 Dada una distribucién fx (z|@), se define espacio paramétrico al conjunto de los posibles
pardametros 6 que caracteriza completamente a la distribucion.

Por ejemplo el espacio paramétrico de la varianza es © = (0, c0)

Definicion. 13 Una muestra aleatoria es una familia finita de variables aleatorias independientes e idénticamente

o y . iid
distribuidas. La notacién que se usard es: Xq,--- , X, ~ fx(z]0).
En la vida real solo se tiene la realizacion de la muestra aleatoria, cuya notacion serd zy, - - - , o,

Definicion. 14 A una funcién de la muestra aleatoria se le llama estadistico y si dicho estadistico tiene
caracteristicas apropiadas para aproximarse al pardmetro recibe el nombre de estimador.

Por ejemplo, (X7, --, X,) = Y., X; es un estadistico y (X3, , X,) = ZTL:TIX es un
estimador para la media. La pregunta que sigue y que es de gran importancia en el area de la
estadistica matematica es: ;CoOmo encontrar estimadores?, para responder a esta pregunta se
recuerdan lo métodos mas usados para encontrar estimadores

Definicion. 15 Sean X,--- , X, b fx(z]0), la funcion de verosimilitud se define como la distribucion
conjunta de la muestra vista como funcién del parametro.

LO|1Xy =21, , Xy = ) = [ [ fxi(ail6).
=1
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- jid . . S
Definicién. 16 Sean X1, -- , X, ~ fx(x]6). Se define el estimador de maximo verosimilitud, cuando

existe, como sigue:

Oy (X1, -, Xp) = argﬂgax{L(ﬂXl =x1, 0, Xy =x,) 1= H fxi(xi]0)}.
€ i=1

.., iid . , .
Definicion. 17 Sean X1, --- , X,, ~ fx(x0), se define el estimador por el método de momentos,si existe,

como Opron (X1, - -+, X,,) solucién del siguiente sistema, de ecuaciones:
1O\ n X!
/h(@) = Zi:l n

wh(9) =y X

La cantidad de momentos a considerar generalmente dependerd de la dimension del espacio
parameétrico.

Ahora se considera la siguiente pregunta: ;Es é(Xl, .-+, X,,) un buen estimador?, esta pregunta
lleva a definir las caracteristicas que debe cumplir un buen estimador.
Definicién. 18 Sean X, -+ , X, Fx(@]0) y O(Xy, - -+, X,,) un estimador para 0, 0(X1, - -+, X,,)
es insesgado para 6, si y solo si

E@(Xy,-, X)) =0,
Definicion. 19 Sean Xy, --- , X, w fx(z]0), sean él(Xl, e Xn) Y éz(Xl, -+, X,,) estimadores
insesgados para 0, 01 (X1, - - - , X,,) es mds eficiente en varianza 0o (X1, - - - , X,,) , siy solo si

Var(61(Xy, -, X)) < Var(0y(Xy, -+, X))

Definicion. 20 Al estimador insesgado, que considera toda la informacion muestral y que tiene minima
varianza se le conoce como UMV U (0) (Uniformly minimum variance unbiased).

En muchos casos, con las definiciones directas, no es sencillo construir el U MV U de un parametro,
sin embargo, existen resultados que ayudan a encontrar facilmente el UMVU, para ello es
necesario recordar las siguientes definiciones

Definicién. 21 Sean X1, , X, ~ fx(z|0) y T(Xy, -+, X,) una estadistica, T'( Xy, -, X,,) es
suficiente para 0, si y solo si f(x, ... x,)r=t(1," - ,2n|t) no depende de 6.

No siempre es sencillo demostrar de manera directa la suficiencia, el teorema de la factorizacion
de Fisher-Neyman es una equivalencia que caracteriza a los estadisticos suficientes
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Teorema. 1 (Fisher-Neyman) Sean X, .-, X, Y ry (x]0). Unaestadistica T (X7, - - -, X,,) es suficiente,

siy solo si, existe funciones g y h, tales que

L<0‘X17 >Xn) :g(T(Xb aXn)ae)h<X1a 7Xn)

Definicién. 22 Sean X1, , X, ~ fx(z|0) y T(Xy, -+, X,) una estadistica, T'(Xy,--- , X,,) es

completa para 6 si y solo si E(U(T(X1,--+, X,))) = 0implica U = 0.

Al igual que la suficiencia, no siempre es sencillo demostrar de manera directa la completitud
de una estadistica, pero la familia exponencial de distribuciones ayuda a encontrar estadisticas
suficientes y completas

Definicion. 23 Sean Xy, -, X, i fx(x|0), fx pertenece a la familia exponencial de distribuciones si y

solo si existen funciones T,c,d,S

LO1Xy, -+, X)) = exp{T(Xy, -, X)) c(0) +d(0) + S(Xy, -, Xp) Hn (X1, -+, Xy)

Si desea profundizar en las propiedades de la familia exponencial puede ver [37]

Teorema. 2 Sean Xq,---,X, i fx(x|0), si fx pertenece a la familia exponencial de distribuciones
entonces T'( X1, - -+, X,,) es suficiente y completa para 6, con 6 € int(c)

Este teorema sobre la familia exponencial facilita la verificacion de la suficiencia y la completitud

sobre una estadistica, dichas propiedades son importantes para el teorema de Lehmann Scheffé

) i -
Teorema. 3 (Lehmann Scheffé) Sean X,,---, X,, < fx(z]), sea T(X1,--- , X,,) una estadistica
suficiente y completa y sea 01 (X7, - - - , X,,) un estimador insesgado para 6, el estimador

Oy(X1, -, X,) == E0y(Xy, -, X)|T(X1, -, X,))
esel UMV U de 9.

En la practica es mas usado el siguiente corolario

Corolario. 1 Si é(X 1, , Xp) es insesgado y es funcién de una estadistica suficiente y completa ,entonces
lUMVU(0) =0(Xq, -+, X,).

Luego de tener buenos estimadores se plantea el requerimiento de dos cotas para el pardmetro,
es decir se desea estimar por medio de un intervalo

Definicion. 24 Sean X1, -+, X, < fy (x]@), un intervalo de probabilidad (1 — «)100% es un par de
estadisticas L(X1, -, X)) yU(Xy, -+, X,,), tales que

P(L(Xy, , Xp) <0< UXy, -, X)) =1—ov
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En la vida real solo se tiene la realizaciéon de un intervalo de probabilidad llamado intervalo de
confianza

IC(0) = (I(x1, -+ yxn),u(xy, -, xy)).

Ahora la pregunta que nos surge es: ;Dicho intervalo de confianza es el mejor?, existen muchos
caminos para verificar si un intervalo de confianza es el mejor, el mas usado ,y que en algunos
casos tiene relacion con la prueba de hipotesis uniformemente mas potente, es el intervalo de
minima longitud.

Definicién. 25 Sean X1, -+, X,, fx(z|0) ysea IC(0) = (L(Xq, -+, Xpn), U(Xy, -+, X)) un
intervalo de confianza para 6, IC'(0) es el intervalo de confianza (1 — «)100% de menor longitud si y solo si
para todo intervalo de confianza (1 — a/)100% el IC'(6) tiene menor longitud

Bajo la distribuciéon normal existe un intervalo de confianza para la media, sin embargo, en la vida
real no se conoce la varianza, esto llevo a que en 1908 William Sealy Gosset, quien trabajaba en
una fabrica de cerveza, definiera la distribucion ¢ — student. Se puede verificar que el intervalo
de confianza de menor longitud para la media es [)_( —t, /g,n,l%ﬁ, X +t, /2,n—1 \%] al nivel de
confianza (1 — «)100%. Si desea profundizar sobre la historia de esta distribucién puede ver [27]
y [14].

2.4 Pruebas de hipotesis

Las pruebas de hipotesis ayudan a contrastar la plausibilidad de afirmaciones sobre parametros
de una poblaciéon. En esta parte se veran algunos fundamentos de las pruebas estadisticas,
encaminados al teorema de Neyman Pearson que se usard para realizar inferencia sobre los
puentes estocasticos. Si desea profundizar estos temas puede ver [4]

. iid . , y
Definicion. 26 Sean X, -+, X,, ~ fx(x|0), una hiptesis sobre el pardmetro 6 es una afirmacién
matematica que se realiza sobre él.

Existen dos tipos de hipotesis sobre pardmetros. Las hipotesis simples caracterizan completamente
la distribucion, por ejemplo: H : 6 = 6y, H : p < 5. Si una hipotesis no es simple recibe el
nombre de compuesta.

o, jid - : -
Definicion. 27 Sean Xi,--- , X, ~ fx (x]@), y sean By y Oy dos elementos distintos del espacio paramétrico,
se define un contraste de hipdtesis simples al par de hipétesis:

HOZGZQO
H1:9:91

a Hy se le llama hipdtesis nula y a Hy se le llama hipdtesis alterna.
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Las conclusiones sobre un contraste de hipdtesis se indican sobre la hipotesis nula, y las reglas
de decision se definen bajo la hipotesis nula, esto nos lleva a definir formalmente una region de
rechazo

Definicién. 28 Sean X, , X,, ~ fx(x|6),y sea
HO S 090
H1 10 = 81

un contraste de hipotesis simple. Se dice que ¢ C R™ es una region de rechazo de significancia v si y solo si
P((Xy, -, X,) €€l0=100) = .

Cuando un contraste de hipotesis es complementario, es decir que solo puede ocurrir Hy o Hy,
se pueden cometer dos tipos de error, el error tipo uno corresponde a rechazar H, cuando H,
es cierto, es decir P((Xy, -+ ,X,) € €|0 = 6y) = a y el error tipo dos corresponde a no
rechazar H, cuando H, es cierto, es decir P((Xy,---,X,,) ¢ €|0 = 6,) = B(A;). Lo ideal es
que las probabilidades de cometer estos errores sean pequefas, sin embargo en la vida real se
define el nivel de significancia previo al estudio, por ese motivo el error tipo dos no se puede
controlar, sin embargo, se pueden buscar regiones 6ptimas que permitan tener menor error tipo
dos dado un nivel de significancia, dicha region recibe el nombre de mas potente, esto se debe
a la siguiente definicion

s jid . o . o
Definicién. 29 Sean X1, --- , X, ~ fx(x|6), considere el siguiente sistema de hipdtesis

H(]IQE@()
H129€91

se define la funcién potencia sobre el espacio alterno 6, como sigue :
T 0 — [0, ].]
01— m(61) :=1— B(6h).

s jid . . . .
Definicién. 30 Sean X, --- , X,, ~ fx(x|0), considere el siguiente sistema de hipdtesis

H0:9€@0
H1:9691

Sea € una region critica de nivel ai, € es la region critica uniformemente mds potente, si y solo si, para toda
€' C N region critica de significancia « y para todo 01 € 6, se cumple que w(61) < 7'(6;), con wy 7' las
funciones de potencia de € y €” respectivamente.

De manera directa es dificil encontrar regiones de rechazo uniformemente mas potente, sin
embargo el siguiente teorema va a demostrar que el test de razén de verosimilitud define la
region de rechazo uniformemente mas potente.



12 2 Preliminares

itd

Teorema. 4 (Neyman-Pearson) Sean Xi,---, X, ~ fx(z|0),y sea
HU 10 = 90
H1 10 = 01
la region
L(xy, -, x,]01)
C = {(x1, - ,xy) ENN(11,++ ,x,) = S > ¢},
{( 1 'ﬂ) | ( 1 n) L(ZL‘h"' ’:L_nwl) }
con ¢ > 0 es la region de rechazo uniformemente mds potente.
isti _ L(Xy,, Xnlbh) . o
Alestadistico \(Xy, -+, X,,) = (X Xaa) S€ le conoce con el nombre de razén de verosimilitud

y para evaluar un contraste de hipotesis con dicho estadistico se puede utilizar la siguiente
. D . .

convergencia —2in(A(Xy, -+, X,) = Xfﬁm(al)fdim(@o), donde dim(6,) y dim(©y) corresponden

a las dimensiones de #; y ©y. Puede ocurrir que dim(#;) = dim(©y), en estos casos no se

puede hacer uso de la convergencia, sin embargo se pueden usar métodos de simulacion para la

distribucion del estadistico de razon de verosimilitud bajo la hipotesis nula.

Bajo la distribucion normal se puede demostrar que el complemento del intervalo de confianza
para la media, con varianza desconocida y usando los cuantiles simétricos de la t — student es
la region de rechazo uniformemente mas potente sobre Hy : 1 = .

2.5 Pruebas de bondad de ajuste

En la vida real se tienen datos observados cuya notaciéon es zy,--- ,x,. Nuestro objetivo es
realizar inferencia sobre los parametros del modelo de probabilidad del cual provienen los datos,
una pregunta natural que surge antes de realizar inferencia es: ;De qué distribucion provienen
estos datos? Un camino para dar respuesta a esta pregunta es hacer uso de las llamadas pruebas
de bondad de ajuste. Aqui se dara un breve recuento sobre ellas, si desea profundizar mas sobre
dichas pruebas se sugiere el siguiente libro [36]

- Prueba de bondad \?

La prueba de bondad de ajuste x? es un método estadistico utilizado para determinar
si existe una diferencia significativa entre la distribucion observada de los datos y una
distribucién teérica esperada. Esta prueba se basa en el calculo de una estadistica x? que
sigue una distribucion chi-cuadrado.

El proceso para hacer uso de esta prueba se basa en los siguientes pasos:

- Hipotesis nula (Hy): Se plantea una distribucion teérica esperada y se asume que los
datos observados se ajustan a esta distribucion. La hipdtesis nula establece que no



2.5 Pruebas de bondad de ajuste 13

hay diferencia significativa entre la distribucion observada y la distribucion teoérica
esperada.

- Hipotesis alternativa (f{;): Se plantea una distribucion alternativa que difiere de
la distribucion tedrica esperada. La hipotesis alternativa sugiere que existe una
diferencia significativa entre la distribucion observada y la distribuciéon teérica esperada.

- Calculo de la estadistica x?: Se calcula la estadistica x? sumando las diferencias al
cuadrado entre las frecuencias observadas y las frecuencias esperadas, ponderadas
por las frecuencias esperadas. La féormula para calcular la estadistica x? es la siguiente:

n

2 (05— E)?
X2 = ; —5

Donde: x? es la estadistica x?, O; son las frecuencias observadas en cada categoria,
FE; son las frecuencias esperadas en cada categoria.

Un problema de esta prueba es la distribucion de la estadistica, ya que usa dos convergencias,
la primera es la convergencia de la binomial a la poisson, esto para que la varianza de la
frecuencia observada sea igual a la frecuencia esperada, y después de esto considera el
teorema de limite central, para hacer uso de esta prueba se sugiere que el numero de
grados de libertad sea grande.



14 2 Preliminares

- Prueba de bondad de Kolmogorov Smirnov

La prueba de bondad de ajuste de Kolmogorov-Smirnov es un método estadistico utilizado
para determinar si una muestra de datos sigue una distribuciéon continua especifica. Esta
prueba se basa en la comparacion de la Funcion de Distribucion acumulativa Empirica
(FDE) de los datos observados con la Funcion de Distribuciéon Acumulativa (FDA) teérica
esperada.

El proceso para llevar a cabo dicho contraste de hipdtesis se basa en los siguientes pasos:

- Hipotesis nula (Hy: X ~ F): Se plantea una distribucion tedrica esperada y se asume
que los datos observados se ajustan a esta distribucion. La hipotesis nula establece
que no hay diferencia significativa entre la distribucion observada y la distribucion
teorica esperada.

- Hipotesis alternativa (H;: X o4 F): Se plantea una distribucion alternativa que
difiere de la distribucion teorica esperada. La hipotesis alternativa sugiere que existe
una diferencia significativa entre la distribucion observada y la distribucion teorica
esperada.

- Calculo de la estadistica de prueba (D): La estadistica de prueba (D) se define como
la méaxima diferencia vertical entre la FDE de los datos observados y la FDA teorica
esperada. La férmula para calcular D es la siguiente:

D = max(|F; — F(z,))

Donde: D es la estadistica de prueba, F; es la FDE en el i-ésimo punto de datos, F(z;)
es la FDA teorica evaluada en el i-ésimo punto de datos.

La gran ventaja de esta prueba es que se puede utilizar para cualquier distribuciéon continua.
Esta prueba se sugiere usar con un tamano de muestra grande cuando la distribucion
tedrica es la distribucion normal y los estimadores son los corregidos por Lilliefors.

- Prueba de bondad de Shapiro Wilks

La prueba de bondad de ajuste de Shapiro-Wilk es un método estadistico utilizado para
determinar si una muestra de datos sigue una distribuciéon normal. Esta prueba se basa en
la comparacion de los valores observados con los valores esperados bajo la hipotesis de
normalidad.

El proceso para llevar a cabo dicho contraste de hipotesis se basa en los siguientes pasos:

- Hipotesis nula (Hyp: X ~ F): Se plantea que los datos observados siguen una
distribuciéon normal. La hipotesis nula establece que no hay diferencia significativa
entre la distribucion observada y la distribucién normal esperada.
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- Hipotesis alternativa (Hy: X «¢ F'): Se plantea que los datos observados no siguen
una distribucion normal. La hipotesis alternativa sugiere que existe una diferencia
significativa entre la distribucion observada y la distribuciéon normal esperada.

- Célculo de la estadistica de prueba (W): La estadistica de prueba (W) se calcula
utilizando una combinacién de los coeficientes de regresion y la varianza residual
obtenidos de un modelo de regresion ajustado a los datos. La férmula para calcular
W es la siguiente:

ﬁ:(% — 1)’

Donde: W es la estadistica de prueba, a; son los coeficientes de regresion, x(;son
los valores observados ordenados de menor a mayor, z; son los valores observados,
Z es la media de los valores observados.

La prueba de bondad de ajuste de Shapiro-Wilk es utilizada para evaluar si una muestra
de datos sigue una distribucién normal. Esta prueba se sugiere usar cuando el tamano de
muestra es pequeno. Existen muchas mas pruebas de normalidad, sin embargo en este
trabajo se van a considerar principalmente la prueba de Lilliefors y Shapiro-Wilks.

2.6 Conceptos basicos de procesos estocasticos

Los puentes estocdsticos son procesos estocasticos, por este motivo se hace necesario
realizar una recopilacion de los resultados importantes de dicha teoria. Se dard énfasis
a la definicion del movimiento browniano fraccionario. Este ha sido de interés en los
ultimos afos ya que debilita el supuesto de incrementos independientes sobre los ruidos.
Se sugieren tres libros para profundizar en el tema [21, 25]

Definicion. 31 (Proceso estocastico a tiempo continuo.) Un proceso estocdstico en tiempo continuo
es una familia de variables aleatorias { X; };>¢ sobre un espacio de probabilidad (2, F, P)

Ahora se explicaran algunas generalizaciones de medidas de tendencia central, de dispersion
y de correlacion entre dos variables pertenecientes a un proceso estocastico compuesto
por variables cuadrado integrables.

Definicion. 32 (Funcién de media de un proceso estocastico) Sea { X }+>o un proceso estocdstico
en tiempo continuo se define la funcion de media como sigue:

pe = E(Xy).
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Definicion. 33 (Funcion de autocovarianza de un proceso estocastico) Sea { X} }+>o unproceso
estocdstico en tiempo continuo se define la funcién de autocovarianza como sigue:

Vst = Cov(Xs, X3).

Definicion. 34 (Funcién de autocorrelacion de un proceso estocastico) Sea { X} }+>o unproceso
estocdstico en tiempo continuo se define la funcién de autocovarianza como sigue:
Cov(Xs, X3)
Pst = .
\/VCI,T(XS) \/Var(Xt)

Definicion. 35 (Proceso estocastico con incrementos independientes) Sea { X; };+>¢ un proceso
estocdstico en tiempo continuo se dice que { Xy }+> es un proceso estocdstico con incrementos independientes
siy solo si:

Xy — Xy ind Xy — X

Paratodou >t > s > 0.

Definicion. 36 (Proceso estocastico con incrementos estacionarios) Sea { X; };>o un proceso
estocdstico en tiempo continuo se dice que { X; }+>¢ es un proceso estocdstico con incrementos estacionarios
si y solo si:

Xewn — Xo = X — Xo

Para todo t, h > 0.

Definicion. 37 (Proceso estocastico estacionario en sentido fuerte) Sea { X };>( unproceso
estocdstico en tiempo continuo se dice que { Xy }+>0 es un proceso estocdstico estacionario en sentido fuerte
sty solo si:
d
(th7Xt27 cee 7th) = (Xt1+h7 KXtgthy - - - 7th+h>

Para todo ty, ..., t,, h > 0y para todon € N.

Definicion. 38 (Proceso estocastico estacionario en sentido débil) Sea {X;};>o un proceso
estocdstico en tiempo continuo se dice que {X;}i>o es un proceso estocdstico estacionario en sentido
débil siy solo si:
He = H
Vtt+h = C(h)
Para todo t, h > 0.
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Proposicion. 1 Todo proceso estocdstico estacionario en sentido fuerte es estacionario en sentido débil.

Demostracion.

Se verifican las dos propiedades.

- e = E(X;) = E(Xj), para todo s,t > 0, entonces, y; = 4 para todo ¢ > 0.

d

- Como el proceso es estacionario en sentido fuerte (X;, X; + h) = (Xy, Xpyn),
entonces, Ve +n = Yy v+h, para todo s,t, ¢ > 0, entonces, v, 44, = c(h) para todo
t h > 0.

O

Definicion. 39 (Proceso gaussiano) Sea { X, };>o un proceso estocdstico en tiempo continuo se dice
que { X }¢>0 es un proceso estocdstico gaussiano, si y solo si, para todo ¢y, ...,t,, > 0y para todo
n € N, se cumple:

(X1, oo X)) ~ Ny, 3).

Proposicion. 2 Un proceso estocdstico gaussiano estacionario en sentido débil es estacionario en sentido
fuerte.

Demostracion.
Sean ty,...,t,, h > 0, considerando la funciéon generadora de momentos, se tiene que:

M(Xt1+ha'~~:th+h) (k:17 A kn)

VYti+hti+h Vtn+hti+h k1
(/ﬁ kn)
Hiath Ven+hita Ven+htn+h k.,
=expl (k1 -+ k) : + 5
Htp+h
\ Vs
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Como el proceso es estacionario en sentido débil entonces, i, 4n = WY Ve;+ht;+h
c(|t; — tj]) paratodo i,j =1,...,n.

( )
Vt1,t1 Vtn,ta k1
(ki - kn) :
Mtl ’ytnytl ’Ytnytn kn
=expq (k1 - ko) | ¢ |+ 5
iy,

= M(th,...,th)(kla cey kn)

y como la funcién generadora de momentos caracteriza completamente la distribucion, se
concluye que:

(thth? s 7th) = (Xt1+h7 Xt2+h7 <. 7th+h>

y por definicion el proceso gaussiano es fuertemente estacionario.
O

Los modelos estadisticos contienen una parte determinista y una parte aleatoria o de
ruido. En los modelos de regresion y de series de tiempo, se considera un ruido blanco o
una caminata aleatoria ponderada. Un problema al trabajar con procesos estocasticos en
tiempo continuo es la definiciéon de este ruido.

La solucion a este problema es construir un ruido parametrizado sobre un espacio continuo
de tal manera que los subconjuntos finito-dimensionales cumplan con la caracteristica de
ruido blanco o una caminata aleatoria usual, el proceso que cumple con estas caracteristicas
es el movimiento browniano, con el cual se modela el ruido en las ecuaciones diferenciales
estocasticas clasicas.

Existen dos perspectivas sobre la construccion del movimiento browniano. La primera
es la perspectiva estadistica que considera un modelo ruidoso en un dominio continuo,
y la segunda perspectiva esta relacionada con la funcién de difusion del calor. En esta
seccion nos centraremos en la version estadistica y utilizaremos algunos resultados de la
fisica para modelar el ruido en un modelo determinista. Se pueden encontrar mas detalles
sobre esta construccion en [5], [10], [28] y [28].

Definicién. 40 Elmovimiento browniano unidimensional estandar By es un proceso estocdstico ( By )0
con trayectorias continuas, que comienza en cero, y que cumple lo siguiente:

i By = 0.
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ii El proceso tiene incrementos independientes, es decir, para 0 < s < t, el incremento B; — By es
independiente de los valores de (B, )o<u<s-

iii El proceso tiene incrementos estacionarios, es decir, para 0 < r < s < t, el incremento B; — By
tiene la misma distribucion que el incremento By — B,..

iv Elincremento B; — B, tiene una distribucion N'(0,t — s).

v Las trayectorias de dicho proceso son continuas con probabilidad 1.

Definicion. 41 Unmovimiento browniano con par@metro o es un proceso estocdstico en tiempo continuo
{oB;}+>0 donde { B }+>0 es un movimiento browniano estdndar.

Proposicion. 3 (Caracterizacion de Paul Lévy) Sea { B;};>( un proceso estocdstico en tiempo continuo.
Si { B: }+>0 satisface:

i {B:}+>0 es un proceso gaussiano con media cero.
it {By}>0 es una martingala.
iii {B? — t}4>0 es una martingala.

entonces, { By }+>0 es un movimiento browniano estandar.

Si desea revisar la demostracion de esta proposicion, puede encontrarla en [5]. Ahora se
expondra un resultado importante para realizar la simulacién del movimiento browniano.

Definicion. 42 Sean Zi, ..., Z,, variables aleatorias independientes e idénticamente distribuidas N (0, o'2),
se define paseo aleatorio gaussiano como:

Proposicion. 4 Sea { B;}+>( un movimiento browniano estandar, este es el limite del paseo aleatorio
gaussiano X,,.

Ahora se va a definir un proceso muy importante para generalizar el movimiento browniano
clasico, esto se llama puente browniano fraccionario. Se utilizara el trabajo sobre procesos
con autosimilitud de Embrechts [10]

Definicion. 43 Un proceso estocdstico { X (t),¢ > 0} se dice tener autosimilitud si, para cualquier
a > 0, existe b > 0 tal que

{X(at)} £ {bX(1)}.

Decimos que { X (t),t > 0} es estocdsticamente continuo en ¢ si, para cualquier € > 0,
lim P{|X(t+ h) — X(t)| > €} = 0.
h—0

También decimos que { X (¢),t > 0} es trivial si L(X (¢)) es una medida delta para cada t > 0.



20 2 Preliminares

Embrechts[10] resalta que el movimiento browniano es un ejemplo muy importante de un
proceso estocastico. Es un proceso gaussiano, un proceso de difusion, un proceso de Lévy,
un proceso de Markov, un martingala y un proceso con autosimilitud. Cada propiedad
mencionada anteriormente del movimiento browniano fue el punto de partida de un
nuevo campo en la teoria de procesos estocasticos. Actualmente, los procesos gaussianos,
procesos de difusion, procesos de Lévy, procesos de Markov y martingalas constituyen
areas importantes de investigacion en la teoria moderna de procesos estocasticos.

La nocién de autosimilitud no alcanzé inmediatamente el mismo nivel fundamental; sin
embargo, muchas aplicaciones mas recientes han exigido una comprensiéon mas profunda.

Los procesos con autosimilitud son procesos estocasticos que son invariantes en distribucion
bajo una adecuada escala de tiempo y espacio. Estos procesos también se utilizan naturalmente
en el andlisis de fenomenos aleatorios (en el tiempo) que exhiben ciertas formas de dependencia
a largo plazo.

El movimiento browniano fraccionario, que es un proceso gaussiano con autosimilitud

con incrementos estacionarios, fue discutido por primera vez por Kolmogorov [17]. El

primer articulo que proporciona un tratamiento probabilistico riguroso de procesos con

autosimilitud generales es de Lamperti [20]. Mas tarde, el estudio de procesos con autosimi-
litud no gaussianos con incrementos estacionarios fue iniciado por Taqqu [33], quien

desarroll6 ain mas un teorema limite no gaussiano de Rosenblatt.

La nocion de fractal se caracteriza por la formalizacién de la con autosimilitud, donde
al escalar la estructura, sigue exhibiendo el mismo comportamiento, incluso cuando el
escalamiento es muy pequeno. En el articulo de Embrechts[10] también se halla la estructura
de covarianza de un proceso con autosimilitud con varianza finita.

Proposicion. 5 Dado { X (¢)} no trivial y con autosimilitud con parametro H,y E[| X (1)[%] < co.
Entonces,

EIX(H)X(s)] = %{ M st — [t = sPME[ X ()],

De esta construccion, se define el movimiento browniano fraccionario

Definicion. 44 El Movimiento browniano Fraccionario con pardmetro de Hurst H € (0,1) es un
proceso estocdstico gaussiano By = {Bg(t),t > 0} con media cero, incrementos estacionarios y
funcién de covarianza dada por E[ By (t) By ()] = $[|t[*7 +|s|* — |t — s|*"'] para todo s, ¢ > 0.

El pardmetro de Hurst puede tomar valores en el rango de 0 a 1, donde un valor de 0.5
indica un comportamiento aleatorio similar al movimiento browniano clasico. Un valor
mayor a 0.5 sugiere una tendencia a la persistencia, donde las observaciones tienden
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a persistir en el tiempo, mientras que un valor menor a 0.5 indica una tendencia a la
antipersistencia, donde las tendencias observadas tienden a revertirse.

Este concepto es relevante en diversas areas, como hidrologia, climatologia, finanzas y
biologia. En finanzas [30], por ejemplo, el analisis del pardmetro de Hurst puede ofrecer
informacion valiosa sobre la naturaleza de las tendencias en los precios de los activos
financieros, ayudando a los analistas a comprender mejor la dindmica subyacente.

Ademas, en campos como la climatologia y la hidrologia, el analisis de series temporales
climaticas, el parametro de Hurst proporciona informacion valiosa sobre patrones meteoro-
logicos y la variabilidad a largo plazo. Este enfoque es esencial para la planificacion de
recursos hidricos, la gestién de eventos extremos como sequias o inundaciones, y la com-
prension de la dindmica climatica en diferentes regiones. En biologia, el parametro de
Hurst también se aplica para analizar series temporales biologicas, como la expresion
genética, lo que ayuda a identificar patrones persistentes en la actividad celular y la dinamica
de poblaciones.

En el ambito industrial, el pardmetro de Hurst se utiliza en el control de procesos para
prever fallos, optimizar operaciones y mejorar la eficiencia en la producciéon. Ademas, en
el disefio y gestion de redes de comunicacion, el andlisis de la persistencia a largo plazo
a través de este parametro es crucial para garantizar una transmision de datos eficiente y
confiable. En resumen, el pardmetro de Hurst y este proceso son herramientas versatiles
que desempenan un papel fundamental en el analisis y comprension de fenémenos con
memoria a largo plazo en diversos campos de estudio.

2.7 Métodos de simulacion

Un método clasico para simular una ecuacion diferencial ordinaria es el método de Euler.
Sin embargo, una generalizacion para simular una ecuacion diferencial estocastica clasica
es el Método de Euler - Maruyama.

Segun [41], el método de Euler-Maruyama se basa en el siguiente esquema iterativo:

X1 = X+ f(Xo, th) At + g( X, ta)AB,,

donde X, es la aproximacion de la soluciéon en el tiempo ¢, f(X,,t,) es el término de
deriva, g(X,, t,) es el término de difusion, At = ¢,,41 —t,, es el paso de tiempo, y AB,, es
una variable aleatoria que representa el incremento de un proceso de Wiener durante el
paso de tiempo. El movimiento browniano es un proceso estocastico de tiempo continuo
con incrementos independientes y distribuidos normalmente.
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El método de Euler-Maruyama tiene una tasa de convergencia fuerte de orden 1/2 cuando

se aplica a EDEs con coeficientes continuos de Lipschitz. Sin embargo, cuando los coeficientes
de las EDEs dependen de un proceso de Markov, la tasa de convergencia puede verse
afectada. En particular, la tasa de convergencia puede disminuir cuando el proceso de
Markov tiene un gran namero de estados o cuando las tasas de transicion entre los estados
son pequenas.

Para abordar estos problemas de convergencia, se han propuesto modificaciones al método
de Euler-Maruyama. Una de estas modificaciones consiste en utilizar una aproximacion
mas precisa del término de difusién, como el método de Milstein. Otra modificacion
consiste en utilizar un paso de tiempo mas pequefo cuando el proceso de Markov se
encuentra en ciertos estados, como los estados lentos.

En general, el método de Euler-Maruyama es una herramienta util para simular EDEs con
conmutacion markoviana, pero se debe tener cuidado para asegurarse de que el método
se utilice correctamente y se comprendan las propiedades de convergencia.

Existen varias formas para simular el movimiento browniano, se puede hacer uso de la
caminata aleatoria simétrica, la caminata aleatoria normal, caminata aleatoria trinomial.
Si desea profundizar puede ver el siguiente articulo [2]

1. Caminata aleatoria trinomial
La simulacion del puente browniano mediante una caminata trinomial se puede realizar
siguiendo los siguientes pasos:

i. Define los pardmetros necesarios: el numero de pasos en el puente (numero de
incrementos), el tamano de cada paso y el pardmetro de volatilidad.

ii. Inicializa el puente browniano con valores iniciales, por ejemplo, By =0y B,, =
0, donde n es el numero de pasos.

iii. Para cada paso ¢ desde 1 hasta n — 1, realiza los siguientes pasos:

Genera tres numeros aleatorios siguiendo una distribucién trinomial, que repre-
sentaran los movimientos hacia arriba, hacia abajo y sin cambio. Calcula el
incremento del puente como la diferencia entre los movimientos hacia arriba
y hacia abajo, multiplicado por el tamano del paso y el pardmetro de volatilidad.
Actualiza el valor del puente sumando el incremento al valor anterior. Almacena
el valor del puente en el vector de valores del puente.

iv. Alfinalizar el bucle, tendra un vector de valores que representa el puente browniano
simulado mediante una caminata trinomial.

2. Caminata aleatoria normal
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La simulaciéon del puente browniano mediante una caminata aleatoria normal se
puede realizar siguiendo los siguientes pasos:

i. Define los pardmetros necesarios: el numero de pasos en el puente (numero de
incrementos), el tamano de cada paso y el parametro de volatilidad.

ii. Inicializa el puente browniano con valores iniciales, por ejemplo, By =0y B,, =
0, donde n es el numero de pasos.

iii. Para cada paso ¢ desde 1 hasta n — 1, realiza los siguientes pasos:

Genera un numero aleatorio Z; siguiendo una distribucién normal estdndar.
Calcula el incremento del puente como el producto del niumero aleatorio por
el tamano del paso y el parametro de volatilidad. Actualiza el valor del puente
sumando el incremento al valor anterior. Almacena el valor del puente en el
vector de valores del puente.

iv. Al finalizar el bucle, se tendrd un vector de valores que representa el puente
browniano simulado mediante una caminata aleatoria normal.

El método que se sugiere es el gaussiano ya que converge mas rapido al movimiento
browniano. Esto al tener incrementos normales.
Para simular el movimiento browniano fraccionario se expone el siguiente método.

Carlson (2020) [3] propone el uso de la matriz raiz para simular procesos de difusion
fraccionaria. En [1], puede encontrar el método de Cholesky para simular un movimiento
browniano fraccionario. Para aplicar este método, se debe seguir el siguiente proceso.

Suponga que se quiere simular un movimiento browniano fraccionario By (t) en un conjunto
de tiempos ¢, ts,...,t,. La matriz de covarianza de los incrementos del proceso puede
expresarse como:

1 H H H
Cij =5 (7 + 631 — |t — t*]
donde H es el indice de Hurst.

La descomposicion de Cholesky de esta matriz se puede expresar como:
C=LL",

donde L es una matriz triangular inferior con entradas diagonales positivas. Se puede
utilizar esta descomposicién para generar un conjunto de variables aleatorias normales
correlacionadas 74, Z», ..., Z, utilizando la transformacién LZ = Y, donde Y es un
vector de variables aleatorias normales no correlacionadas.

El movimiento browniano fraccionario simulado se puede obtener tomando la suma acumu-
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lativa de las variables aleatorias generadas multiplicadas por los factores de escala apropiados.
Especificamente, tenemos:

7

Bu(t:) =Y a;Y,

Jj=1

donde a; es el factor de escala dado por:

Repitiendo este proceso de simulacion para diferentes valores del indice de Hurst H, se
puede generar trayectorias de muestra del movimiento browniano fraccionario.

Este método serd fundamental para simular soluciones de una ecuacion diferencial estocas-
tica sin el movimiento browniano clasico, pero con un ruido browniano fraccionario. Se
puede utilizar el calculo de Malliavin, pero en este trabajo final, se considera el método
de simulacion para estimar una trayectoria de la solucion. Si desea explorar mas sobre el
calculo de Malliavin, puede encontrar mas informacioén puede ver [24].

El uso de procesos con autosimilitud, como el movimiento browniano fraccionario, se
presenta como una alternativa valiosa en situaciones donde los procesos exhiben memoria
a largo plazo o no cumplen el supuesto de incrementos independientes. En contraste
con los procesos estocasticos tradicionales, los cuales asumen la independencia de los
incrementos en el tiempo, los procesos con autosimilitud permiten modelar fendémenos
con estructuras de correlacion mas complejas y dependencias a largo plazo.

En el caso especifico del movimiento browniano fraccionario, su capacidad para capturar la
con autosimilitud y la dependencia a largo plazo lo hace especialmente util en la modelizacion
de sistemas que exhiben comportamientos persistentes en el tiempo. La propiedad de con
autosimilitud implica que el proceso tiene la misma estructura estadistica a diferentes
escalas temporales, lo cual es consistente con la presencia de memoria a largo plazo.

Asi, al emplear el movimiento browniano fraccionario u otros procesos con autosimilitud,

se ofrece una herramienta flexible y poderosa para abordar fenémenos estocasticos con
complejas interdependencias temporales, proporcionando modelos mas realistas y adaptados
a las caracteristicas especificas de los datos observados.

Cabe destacar que la simulaciéon de puentes estocasticos depende tanto de la simulacion
de movimientos brownianos clasicos como fraccionarios, ya que los puentes se definen
a partir de estos movimientos, tanto en la ecuacion diferencial estocéstica como en la
transformacion directa del movimiento browniano.
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puentes estocasticos

3.1 Introduccion

El proceso estocastico conocido como Puente browniano, detallando muchas de sus propie-
dades fundamentales. Este proceso se deriva del movimiento browniano al restringir el
parametro temporal a un intervalo finito y limitar el tiempo final, esto en introducido por
Chow y Jones [6]. El Puente browniano, se revela como una herramienta valiosa en el
analisis estadistico y modelado matematico de eventos del mundo real. La exposicion
de las propiedades del Puente browniano por parte se destaca la interaccion de diversos
conceptos matematicos y estadisticos en su derivacion, evidenciando la convergencia de
varias ramas de las matematicas y la estadistica. Ademas, ilustran aplicaciones practicas
del Puente browniano, mostrando su relevancia en la derivacion de pruebas estadisticas no
paramétricas esenciales y herramientas de estimacion de intervalos. Un ejemplo adicional
presentado en su trabajo destaca la aplicacién del Puente browniano en una ecuacion
diferencial estocastica, demostrando su utilidad en el modelado matematico y simulaciéon
de fenémenos complejos.

Una aproximacion analitica en la inferencia sobre los puentes estocasticos se encuentra
en Gorgens [13]. Para ello, utiliza el teorema de Karhunen-Loeve, que es la generalizacion
de la descomposicion espectral en espacios estocasticos. Gorgens aborda un problema de
decision simple sobre el pardmetro de escala en el Puente browniano «, denotado como
X («) en el intervalo [0, 1].

Dados dos valores a, 3 > 0 con ap + a3 > 1 y algin tiempo 0 < T < 1, el objetivo
es contrastar Hy : a = oo frente a H; : a = «; basandose en la observacion de X («)
hasta el tiempo 7'. La razén de verosimilitud se expresa como un funcional de una forma
cuadratica (X («)) de X (). Para calcular la distribucién de (X («)) bajo la hipotesis
nula, Gorgens generaliza el Teorema de Karhunen-Loéve a medidas finitas positivas en
[0,1] y calcula la expansion de Karhunen-Loéve de X («) bajo dicha medida. Basandose
en esta expansion, la distribucion de ¢ (X («)) se obtiene mediante la formula de Smirnov.
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Se propone una metodologia para llevar a cabo inferencia cldsica sobre los parametros
tanto del puente browniano clasico como del puente browniano fraccionario. Este enfoque
se basa en las propiedades de la distribuciéon normal multivariada, el teorema central del
limite multivariado, y la raiz de una matriz definida positiva, entre otros. Ademas, se
presenta una propuesta para evaluar la bondad de ajuste. Sin embargo, como mejora
adicional, se sugiere la implementacion de técnicas de envolvente propuestas por Cook
[7], las cuales resuelven problemas asociados a la normal multivariada bajo la propiedad
de Bonferroni, especialmente en entornos de alta dimensionalidad.

Por ultimo, se aborda el desafio de encontrar un estimador para el coeficiente fraccionario.
En este trabajo, se propone realizar una exploraciéon en una grilla en el intervalo (0,1)
y seleccionar el modelo que mejor se ajuste a los datos simulados. No obstante, como
trabajo futuro, se plantea la necesidad de desarrollar métodos inferenciales analiticos para
abordar este problema de manera mas precisa y eficiente.

Algunas propiedades del puente se pueden encontrar en [22], y estas son:
Si B(t) es un proceso Wiener estandar entonces

t

X(t) = B(t) = =B(T)

T
es un puente browniano para t € [0, 7.
Reciprocamente, si X (¢) es un puente browniano y Z es una variable aleatoria normal
estandar independiente de X, entonces el proceso

B(t)=X(t)+tZ

es un movimiento browniano para ¢t € [0, 1]. Mas generalmente, un proceso Wiener B(t)
parat € [0,7] puede descomponerse en

B(t) =VTX (%) + %Z.

La covarianza entre B(s) y B(t) esta dada por

Cov(B(s), B(t)) = min(s,t) — %ta
sis <t.

Otra representacion del puente browniano basada en el movimiento browniano es, para

t€[0,7):
X(t) = T\/_TtB <Tt_t).
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Reciprocamente, para t € [0, 00):

T+t Tt
Blt)=— X(T+t>'

El puente browniano también puede representarse como una serie de Fourier con coeficientes
estocasticos, como
>\ V2T sin(knt/T)
Xt - § Zk )
km

k=1
donde 71, Zs, . . . son variables aleatorias normales estdndar independientes e idénticamente
distribuidas. Esta descomposicion se debe a la generalizacion estocastica del teorema de
descomposicion espectral, dicho teorema de llama el teorema de Karhunen-Loeve.

Proposicion. 6 Sea X (t) un proceso estocdstico centrado en t € [a, b] y con funcién de covarianza

definida como
Rx(t,s) = Cov(X (t), X(s)).

Si X (t) es cuadrado integrable en el sentido de Lebesgue en [a, b] y si existe una secuencia de funciones
ortogonales {¢,,(t)} v una secuencia de variables aleatorias independientes Z,,.

Las funciones {¢,(t)} forman un conjunto ortonormal completo en el espacio de Hilbert L*([a, b]) de
funciones cuadrado integrables, es decir,

b
/ (D)o (£) dt = Gy,

donde d,,,, es la delta de Kronecker, entonces, X (t) puede representarse como una serie convergente en
media cuadratica,

X(t) = Z Zn¢n(t)a

donde la convergencia es en el sentido de la norma L? y las variables aleatorias Z,, son no correlacionadas
(Cov(Zpm, Zyn) = 0 param # n).

Entonces, el proceso X (t) puede expresarse como una serie de Karhunen-Loéve.

3.2 Puente browniano clasico

Para definir el puente browniano clasico existen muchas caracterizaciones, en este trabajo
de grado se considerara la siguiente:

Definicion. 45 (Puente browniano estandar) : Sea { B; }+<o un movimiento browniano estandar,
sedefine {X; = B; —tBy : t € [0, 1]} como un puente browniano estandar entre [0, 1].
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Se puede verificar que el puente browniano satisface la siguiente ecuacién diferencial

estocastica
Xy

dX; =
Tt

dt + dBy,t € [0,1].

Si {Xi}iepo,1) s un Puente browniano estdndar, entonces, {Y; : 0.X;}4cp01) se le conoce
como puente browniano de parametro o

Nota. En aplicaciones de la vida real el modelo considera un punto inicial arbitrario y un
punto final arbitrario, sin embargo, se puede usar el hecho de que cualquier segmento de
recta es homeomorfo al intervalo [0, 1], por lo tanto, se puede transformar el soporte de
los datos a un subconjunto del intervalo [0, 1]

3.3 Inferencia y bondad de ajuste sobre el puente
browniano clasico

Nuestro aporte consistira en considerar el método estadistico clasico, ya que las integrales
utilizadas en la metodologia de Karhunen-Loeve, en la practica, no son conocidas. En
este caso, se contempla la realizacion parcial de un puente browniano con pardmetro o.
La falta de conocimiento de ¢ indica la necesidad de buscar un método para estimarlo.
Para ello, consideramos lo siguiente: Sea Y;,, Yy, - - , Y}, una muestra aleatoria parcial de
{Y;}, enrealidad, se tiene y,, Ys,, - - - , Yz, como la realizacion de la muestra. El problema
que se discutird y resolvera es el de estimar o. Cuando se desea obtener la funciéon
de verosimilitud de manera directa, se requiere el conocimiento de W; (Punto final del
movimiento browniano que genera al puente browniano); sin embargo, esto se puede
superar aplicando la siguiente proposicion.

Proposicion. 7 Sea yo = 0,Yy, Ye,, -+, Yy, .y, = 0 una muestra aleatoria parcial de un
puente browniano de pardmetro o. Se define

ta
Utz Yl-fz T h Y;fl
(%]
Ut3 }/ts - thz
U p— . pu— .
tn—1
Utnfl Ytn—l - tn—2 }/tn—Q

Con U un vector aleatorio centrado normal n-2 variante que no depende de W7 .

ti
— Y., - Y, = oW,

i+1 t

ti
- ti+10'W1 — +10Wti +

Demostracion. Note que Uy, . -
7
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tiv1
tivioWr = o(Wy,,, — ‘%Wt) entonces,

t t

Yi, - 27, W, - 2W,
t3 t3

Y;:a - Emz Wt?, - EWtz

U= . =0 .
tn—1 tnfl
E/tnfl - th—2 }/tn72 th,1 - tn—2 th72

Note que el vector U se pudo escribir independiente del valor de W,

—2 10 0 0 S//tl
0 —f 1 0 0 ’
=0 ? . N URW
: W,
‘ _tn_fl tn—2
0 0 0 tn—2 1 (n—2)x(n—1) | W}

n=1-4 (n—1)x1

Como el proceso de Wiener es gaussiano y la covarianza es el tiempo minimo entre las
dos variables, entonces,

Wy, 01 [t 61 -+t t ]
WtQ 0 t1 to -+ 19 (2
W= : | ~Noof |:]. ] ¢ 0+ || 2N(0,8)
W, . O [t1 to -+ tys tno
W1 ] 0] [t t2 -+ tp—o Tp—1l

Como U = oRW, entonces, por propiedades de las distribuciéon normal multivariada
U = oRW ~ N,_,(0,0°RSR’)

por el teorema de la estandarizacion multivariada

RSR/)~1/2
z - BSRT 7y N,_»(0,1) O
g
Note que U=RY,conY = (V;);,i =1,2,--- ,n — 1, entonces
RSR’)~1/2 RSR’)~1/2
7 — (RSR)T 7 _ (RSR) RY ~ N,_,(0,1)
g o

En esta ultima expresion tenemos una forma lineal que depende de la muestra parcial del
puente browniano, ademads, dicha forma lineal distribuye normal multivariada estandar.
Ahora, se va a encontrar un estimador insesgado para o2 que solo dependa de la muestra
aleatoria parcial del puente browniano. Para validar la bondad de ajuste del puente browniano
. ., (RSR/)~1/2 .
sobre y, se puede realizar la transformacion z = ~————Ry, consecuentemente, realizar

una prueba de normalidad.
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Proposicion. 8 Sea yo = 0,Y:,,Ys,, -+, Y, .y, = 0 una muestra aleatoria parcial de un
puente browniano de pardmetro o. Se cumple que

, Y'R(RSR)'RY
o n—2

A

es un estimador insesgado para 0.

Demostracion.

Haciendo uso del teorema de formas cuadraticas, se tiene:

Y'R/(RSR’)~1/2 (RSR’)"Y/2RY
ZIZ — ( > ) ( )0— ~ X72—L_2

Y'R'(RSR')'RY
o2

Z'Z = ~ X721—2

Entonces E(Z’'Z) = n — 2, y por linealidad de la esperanza se cumple

Y’R'(RSR')"'RY
E ( ( ; ) = o? O
n J—

Nota. Teniendo la estimacién de la varianza, se puede evaluar la verosimilitud y tener
criterios de evaluacion mediante las medidas de informacion tales como:

n—1/2
AIC := —2log (Nng(o, I) [&RY}) 2k
o
n—-1/2
BIC = —2log (Nn_z(O,]I) {&RY}) + klog(n)
o

Con N,(0,I)[.] 1a distribucién normal multivariada, con vector de medias cero y matriz de
varianzas y covarianzas la identidad, evaluada en un vector dado.

Un problema al que podemos enfrentarnos es someter la hipotesis de igualdad de volatilidad
en dos puentes brownianos independientes, para esto se puede considerar el siguiente
test, este test se construye basados en el test clasico de la distribucion F'.

Sea yél) = 0, Y;E;), Y;EB, e ,Y;E})) ,yt(ll)) = (0 una muestra aleatoria parcial de un puente
1 2 n—1 n
browniano entre [0, 1] de pardmetro o, y sea y((f) =0, Y;Elz)) , Ytg)) e ,Ytg)i E yfé)) = (0 una

muestra aleatoria parcial de un puente browniano entre [0, 1] de pardmetro o, se desea
someter el siguiente contraste de hipoétesis:

{H()ZO'l:O'Q
Hy: oy # 09
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Como ( 2)s ) ( 2) o
O'% Xn—2 Y O'% Xm—2

y dichos puentes son independientes, entonces, el estadistico para someter el contraste

es: 9
Hy 07 -2
2L o pn
~ )
O_S m

Con esta estadistica a dos colas se puede someter el contraste de interés.

3.4 Puente browniano fraccionario

El puente browniano clasico es la solucién a una ecuacion diferencial que asume como
ruido un movi-

miento browniano, dicho browniano asume incrementos independientes, algo que no
siempre se cumple en situaciones reales, sin embargo, el movimiento browniano fraccionario
modelala dependencia de los incrementos, en esta seccién se propondran métodos inferenciales
parala ecuacion de puente con ruido fraccionario, si desea profundizar mas sobre el puente
fraccionario puede ver [11].

Definicion. 46 (Puente browniano fraccionario) : Sea { B },<, un movimiento browniano fraccionario
estandar con pardmetro de Hurst H € [0, 1], se define {X; = Bff —¢B¥ :t € [0,1]} como un
puente browniano fraccionario estandar entre [0, 1] con parametro de Hurst H.

Se puede verificar que el puente browniano fraccionario satisface la siguiente ecuacion
diferencial estocéstica fraccionaria

X
dXy = ttdt+dBff,t € [0, 1]

Si { X} }+e[0,1] es un Puente browniano fraccionario estandar, entonces, {Y; : 0.X; }cp0,1] se
le conoce como puente browniano fraccionario de pardmetro o

Nota. Note que a diferencia del puente browniano clasico, se deben estimar dos pardmetros
H y 0. Aligual que el puente browniano clasico el modelo considera un punto inicial fijo
y un punto final fijo, sin embargo, se puede usar el hecho de que cualquier segmento de
recta es homeomorfo al intervalo [0, 1], por lo tanto, se puede transformar el soporte de
los datos a un subconjunto del intervalo [0, 1]

Si {Y;(l)}te[o,l] y {Y;:(Q)}te[o,l] son dos puentes brownianos fraccionarios independientes
con coeficiente de Hurst H y parametro de volatilidad 0% y o respectivamente. El proceso

estocastico
Vi=ay "+ gy
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Es un puente estocastico fraccionario con parametro H y coeficiente de volatilidad a?o? +
2 2
Bo3

La combinacién lineal de puentes brownianos con diferentes pardmetros de Hurst no
siempre resulta en un puente browniano. Sin embargo, estos procesos exhiben propiedades
interesantes. Para un analisis mas detallado, se puede consultar el trabajo sobre movimientos
brownianos fraccionarios mixtos [32].

3.5 Inferencia y bondad de ajuste sobre el puente
browniano fraccionario

El método estadistico considera la realizacion parcial de un puente browniano fraccionario
de pardmetros H y o, el desconocimiento de A y o nos indica que se debe buscar un
método para estimarlos, para ello se considera lo siguiente: Sea Y;,,Y},,--- .Y}, una
muestra aleatoria parcial de {Y;}, en realidad, se tiene y;,, y,, " - , 4, la realizacién de
la muestra. El problema que se discutird es el de estimar H y 0. Cuando se quiere
hallar la funcion de verosimilitud, de manera directa, se requiere el conocimiento de
W (Punto final del movimiento browniano fraccionario que genera al puente browniano
fraccionario), sin embargo, esto también se puede solucionar aplicando transformaciones

hasta llegar a una muestra aleatoria gaussiana.

Recuerde que bajo el movimiento browniano fraccionario la covarianza es % [|t|2H +s]?H —
|t — s|*#]. Considere la matriz de varianzas y covarianzas fraccionaria C := (C; ;) definida
en [9]

Proposicion. 9 Sea yo = 0,Yy,, Y, -+, Y, 1, ¥, = 0 una muestra aleatoria parcial de un
puente browniano fraccionario de parametro o, suponga que se conoce H € (0, 1). Se define

_ b
Utz 1/’t2 t1 }/;1
t:
Ut3 Yts - inz
U p— pu— .
tn—l
Utn71 }/;n—l T th_o )/tn—Q

Con U es un vector aleatorio centrado normal n-2 variante que no depende de W7 .

Demostracion.

. tit1
Note que Uti+1 - Y;fiJrl - t;

Y, = oWl

H _ tiy1 H H _ H
ti+1_ti+10WI —Zt—iO'Wti +ti+10'W1 —O‘(Wt

i+l
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t.
“ELY M) entonces,

_ 2 H  toyi/H
Y;f2 t1 Y;fl Wtz t1 th
}/153 - i_zytz th - %th
U= . =0 .
. th—1 H _ tn—1 H
1/;”’1_1 trh—2 K”_Q th—l tn—2 th—Q

Note que el vector U se pudo escribir independiente del valor de W}?

-
S 0 0 Wi,
01 s 1 . 0 0 Wi

=0 P : — oRWH
: Wi
th—1 trn—
_n 1 n—2
0 00 tn—2 (n—-2)x(n—1) | WH

L 1 d (nm1)x1

Ahora, como WH ~ »—1(0,C), se hace la descomposicion de Cholesky [9] para hallar
la raiz de la matriz C, entonces, C:WH ~ »—1(0,1), por otro lado haciendo uso de
los teoremas de formas lineales bajo la distribucién normal multivariada, se tiene que
oRWH ~ N, ,(0,5RCR’), por lo tanto U es un vector centrado y gaussiano [J

También sobre el vector U se puede aplicar el método de estandarizacion multivariada
Z = (RCR) 2RWH ~ N, _,(0,1)

1
(RCR')"2RY
= ~ IVNn—2 (07 ]I)
o
Note que cuando H = % se cumple que S = C, esto hace que se concluya que el método de
estimaciéon sobre un puente browniano fraccionario es la generalizacion de la estimacion

del puente browniano clasico

Proposicion. 10 Sea yo = 0,Y;,,Ys,, -+, Yy, ,, 4, = 0 una muestra aleatoria parcial de un
puente browniano fraccionario de pardmetros H conocido y o desconocido. Se cumple que
., Y'R(RCR)"'RY
o7 =
n—2

es un estimador insesgado para o2,

Demostracion.

Haciendo uso del teorema de formas cuadraticas, se tiene:

Y'R/(RCR')~!/2 (RCR')"Y/2RY
ZIZ — ( - ) ( )0 ~ XZ_Q
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Y'R'(RCR')"'RY
o2

Z'Z =

2
~ Xn—2

Entonces E(Z’'Z) = n — 2, y por linealidad de la esperanza se cumple

m/ nN—1
E(YR(RCRQ) RY) _ 2 O
n_

Nota. Teniendo la estimacién de la varianza, se puede evaluar la verosimilitud y tener
criterios de evaluaciéon mediante las medidas de informacion tales como:

RCR/)~1/2
AIC = —2log (Nn_g(O,]I) [QRY]) +2xk
g
(RCR')~1/2

RY | ) + Hog(n)

BIC := —2log (Nn_Q(O,]I) [
o

Con N,(0,I)[.] la distribucién normal multivariada, con vector de medias cero y matriz de
varianzas y covarianzas la identidad, evaluada en un vector dado.

Un problema al que podemos enfrentarnos es someter la hipotesis de igualdad de volatilidad
en dos puentes brownianos fraccionarios independientes, para esto se puede considerar
el siguiente test, este test se construye basados en el test clasico de la distribuciéon F,
también se cumple que el test de igualdad de varianzas bajo la distribucion F' es el test
uniformemente mas potente.

Sea yél) =0, Y;EB, Y;g?, e ,Yﬁl) l,yiil)) = (0 una muestra aleatoria parcial de un puente

n

browniano fraccionario con H conocido entre [0, 1] de pardmetro o, y sea y((f) =0, Y;gf, Y;g)) ,
ERVCIC) L

O ytﬁ? =
con el mismo H del primer puente y de pardmetro o,, se desea someter el siguiente

0 una muestra aleatoria parcial de un puente browniano fraccionario

contraste de hipotesis:

{HO 01 = 02

H1 L 01 7é 02

Como
(n—2)&% 2 (m — 2)&5 2
T ~ Xn—2 Yy U—g ~ Xm—2

y dichos puentes son independientes, entonces, el estadistico para someter el contraste

€s:
Hy 01
F2 5 ~E
01

Con esta estadistica a dos colas se puede someter el contraste de interés.
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3.6 Estimacion del parametro H

Para estimar /1, existen varios enfoques. En primer lugar, se puede abordar una estimaciéon
analitica segun se describe en [40]. Sin embargo, esta estimacion implica la consideracion
de la integral estocastica, lo cual presenta un desafio, ya que en la vida real solo se dispone
de una realizacion de dicha integral. Otra alternativa es emplear el método de méxima
verosimilitud. En este caso, se puede realizar una particién del intervalo [0, 1] y determinar
el valor H* que maximiza la verosimilitud. Este enfoque ofrece una aproximacion practica
y eficiente para estimar el parametro fractal A a partir de los datos disponibles.

Para ilustrar este método, se considera H = 0.8. Se genera una grilla de 20 valores y se
identifica el valor de H que maximiza la verosimilitud. La Figura 4-6 muestra los resultados
obtenidos.

Grafico de Log Verosimilitud

100

Valores de Log Verosimilitud

-200

0.00 025 0.50 075 1.00

Figura 3-1: Resultados de la maximizacion de la verosimilitud.

Al obtener un valor estimado de H = 0.94, se propone para futuras investigaciones evaluar
la calidad de la convergencia y las propiedades de esta estimacion.

Aunque no sera considerado en el contexto de este trabajo, se propone como una direccion

para investigaciones futuras el uso de la estimacion bayesiana para H. Esta aproximacion
implica tomar una distribucion previa triangular A(0, 1) o beta(a, 3), ya que estas distribuciones
tienen un soporte en el intervalo (0,1). Explorar la estimacion bayesiana podria brindar

una perspectiva adicional y potencialmente mejorar la precision de las estimaciones de H

en entornos estocasticos.
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Existe una amplia variedad de distribuciones cuyo soporte se encuentra en el intervalo
(0, 1); sin embargo, no siempre las distribuciones posteriores del pardmetro seran conocidas
por su nucleo, por lo que se sugiere para futuras investigaciones el empleo de métodos
MCMC como Metropolis-Hastings, que no requiere de marginalizacién conjugada.



4 Simulacion y aplicaciones

4.1 Datos funcionales con ruidos basados en puentes

Uno de los desafios significativos en el analisis de datos funcionales reside en la generacion
de curvas de confianza. Varios autores han abordado este tema; por ejemplo, Goldsmith
[12] detalla Ia construccion de regiones funcionales de confianza utilizando el Analisis en
Componentes Principales Funcional (ACPF). Sin embargo, es importante destacar que estas
curvas de confianza no tienen en cuenta la restriccion del punto inicial y final fijo.

En el contexto de sensores utilizados para capturar trayectorias espinales, tales como la
flexion lateral derecha, la flexion lateral izquierda, la flexion frontal, entre otras. Para
profundizar en las metodologias opticas de estos movimientos puede ver [42] para un
analisis mas profundo sobre los movimientos espinales. En esto movimientos se conserva
la fijacion del punto inicial y final. Esto implica que la variabilidad aumenta considerable-
mente lejos de los puntos inicial y final. En este trabajo final se presentara tanto una
metodologia tedrica como una metodologia empirica para estimar bandas de confianza de
estos datos funcionales. Dichas metodologias abordaran la consideracion del punto inicial
y final fijo, un aspecto crucial en el andlisis de este tipo de datos.

Proposicion. 11 Sea x1(t), x2(t) - - - , Xn(t) una muestra aleatoria funcional de x(t) := u(t) +
B(t) con { B(t) }+>0 un puente browniano cldsico con pardmetro de volatilidad desconocido, se cumple
que

es un estimador funcional insesgado para pu(t).
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Demostracion.
Considere la esperanza del estimador funcional

BG(0) = B 3" x(0) = 5 3" B(t) = Y alt) = u(t)

O

Para garantizar la validez estadistica de la inferencia sobre la funcion media, se propone
la siguiente metodologia:

i. Se realiza una verificacion del ajuste del modelo sobre cada una de las realizaciones
parciales de los puentes, asegurando que la rotaciéon de datos, de acuerdo con la
proposicién 10, siga el supuesto de normalidad. Luego, se determina la proporcion
de puentes que cumplen con este supuesto, lo cual actia como un indicador de la
bondad de ajuste del modelo.

ii. Otro supuesto relevante del modelo es que las realizaciones del puente presentan
un parametro de volatilidad constante. Con este proposito, se sugiere la realizacion
de pruebas estadisticas como el test de Bartlett, la razén de verosimilitud, Hartley,
Levene, entre otros, para evaluar la homogeneidad en la variabilidad de las diferentes
rotaciones de los puentes.

iii. Para determinar si un modelo fraccionario se ajusta mejor, se puede emplear criterios
de informacion especificos presentados en la seccidon anterior.

Al considerar una muestra parcial de estos procesos estocasticos con un soporte funcional
finito, es posible verificar si se satisfacen las condiciones del teorema central del limite
de Lindeberg-Feller. Para una mayor profundizaciéon sobre estos resultados, se puede
consultar el libro de Kokoszka [16], entonces una regiéon para estimar la funcion media
puede ser definida como:

ROy _o(pu(t)) = X(t) % 20/0Var(x(t))

Otra alternativa para generar curvas de confianza sobre la funcién media es estimar el
parametro y realizar simulaciones utilizando el método de Monte Carlo.

Supongamos que se busca poner a prueba la simetria en los movimientos espinales, es
decir, la igualdad de las funciones medias de dos movimientos. En términos estadisticos,
se plantea lo siguiente:

Sea x1(t), x2(t), .., xn(t) muestra funcional de x(¢) := u(t) + B (t) y sea
Uy (t), Uy(t),..., ¥, (t) muestra funcional de W(t) := n(t) + Bao(t) con {B1(t)} y {Ba(t)}
dos puentes brownianos clasicos independientes. El contraste de hipotesis de interés es:
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{Ho L p(t) = n(t)
Hy = p(t) # n(t)

La simetria de los movimientos espinales hacia la derecha y la izquierda es de gran interés.
En este sentido, surge la siguiente interrogante: ;Son iguales los parametros de volatilidad?
Para abordar esta cuestion, se sugiere el siguiente procedimiento.

En primer lugar, se estima yu(t) y n(t) a partir de los datos. Posteriormente, se procede a
centrar los datos y se somete a prueba la siguiente hipotesis: Hy : 01 = 09 vs Hy : 01 #
0y. En caso de que esta hipotesis no sea rechazada, se estima el pardmetro de volatilidad
de ambos puentes utilizando la varianza combinada entre los dos estimadores, segun el
siguiente estimador insesgado:

o (n—2)6+ (m —2)53
O’ pr—
n—+m-—4

Utilizando este estimador, se pueden generar simulaciones para construir bandas de confianza
através del método de Monte Carlo. Silos parametros de volatilidad son significativamente
diferentes, entonces se realiza la estimacion de las varianzas de manera independiente.

Tomando como funcién media la funcion seno definida en el intervalo [0, 7], y considerando
como ruidos muestras simuladas de puentes brownianos clasicos y puentes brownianos
fraccionarios, es importante notar que los movimientos espinales pueden presentar incre-
mentos dependientes. Por esta razén, se recomienda comparar la bondad de ajuste entre
el puente browniano clasico y el puente browniano fraccionario.

El el contexto de los movimientos espinales se puede realizar este contraste para verificar
si se cumple que los movimientos a derecha y a izquierda son simétricos. Por seguridad
de los datos en este trabajo final la metodologia se ilustrara con datos sintéticos definidos
de la siguiente manera:

Xi(t) = sen(t) + B;(t),i=1,..,n

Con B(t),..., Bn(t) puentes brownianos fraccionarios con H fijo, independientes con
parametro de volatilidad igual o. Por otro lado sean

U,(t) = sen(t) + Wi(t),i=1,...,m

Con Wi(t),...,W,,(t) puentes brownianos fraccionarios con H fijo, independientes con
parametro de volatilidad igual o. Note que son dos muestras funcionales con las mismas
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caracteristicas, si se requieren bandas de confianza de dichos procesos, realizando estimaciéon
de o, Hy pu(t), por el método de Monte Carlo algunas realizaciones de dicho proceso lucen
de la siguiente manera:

o =112y H=3/4 ¢ =310y H=3/4 o =210y H=3/4 o =210y H=3/4
aJ a2 2 ] o ]
(3] (o] (3] (&)
[ v w ]
= = = = = =2 4 c =24
- E- - s - S
2 2 2 =2
] ] fr} @
[=] wy [=] wn o ) =] ['s]
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Figura 4-1: Realizaciones del modelo funcional con ruidos fraccionarios, considerando
diferentes pardametros de Hurst y de volatilidad, junto con la funcion media y bandas
de confianza al 95% y 99%. https://github.com/jrangelg/Trabajo_final_
maestr-a/tree/main
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El modelado de la estructura de covarianza utilizando la base cuadrada de Fourier implica
la expansion de una funcion en términos de una base ortogonal de funciones cuadraticas.
Esta base, denotada como F', contiene funciones que son cuadrados de las funciones
clasicas de la base del espacio funcional considerado. Sea n la dimension de esta base,
se puede observar que la cantidad total de funciones en F es dim(F) = n? Cada par
de funciones en F' es ortogonal y, por lo tanto, permite representar las relaciones de

covarianza entre las distintas componentes de la funcién bajo estudio.

La utilizaciéon de la base cuadrada de Fourier para modelar la estructura de covarianza
implica el empleo de n? pardmetros para capturar la variabilidad y dependencia de los
datos funcionales. Esta cantidad exponencial de parametros esta relacionada con la
dimensionalidad cuadratica de la base, lo que puede conducir a problemas de sobreajuste
y una representacion excesiva de la informacion contenida en los datos.

En contraste, el puente browniano fraccional, caracterizado por su pardmetro de Hurst
H, representa una alternativa mas parsimoniosa en el modelado de datos funcionales.
Este enfoque utiliza un pardmetro continuo H para modelar la estructura de dependencia
y variabilidad. A través de la manipulacion de H, el puente browniano fraccional puede
adaptarse a diferentes niveles de suavidad y memoria a largo plazo en los datos funcionales,
lo que permite una representacioén mas eficiente y concisa de la estructura de covarianza.

La capacidad del puente browniano fraccional para capturar la estructura de dependencia
conun numero reducido de pardmetros, en contraposicion a la alta dimensionalidad presente
en la base cuadrada de Fourier, destaca su utilidad en el anilisis de datos funcionales.
Ademas, su sensibilidad al parametro de Hurst proporciona flexibilidad para modelar una
amplia gama de comportamientos, lo que lo convierte en una herramienta valiosa en
aplicaciones estadisticas que implican el andlisis de datos funcionales con complejidades
variables, mientras que la base cuadrada de Fourier representa una aproximacion detallada
pero altamente dimensional, el puente browniano fraccional ofrece una alternativa mas
eficiente y flexible para el modelado de estructuras de covarianza en datos funcionales,
permitiendo un andlisis mas conciso y adaptativo en diversas aplicaciones estadisticas.

Con el propésito de establecer intervalos de confianza para el pardmetro funcional

w(t) —n(t), se propone una metodologia especifica. Para ello, se consideran realizaciones
parciales de x1(t), xa(t), . . ., xn(t) como muestras funcionales de x(t) := u(t) + Bi(t), y
Uy (t), Wa(t),..., U, () como muestras funcionales de W(¢) := n(t)+Ba(t), donde By () y
Bs(t) representan dos puentes brownianos clasicos independientes con el mismo pardmetro
H.

Estas instancias de la funciéon pueden ser organizadas sistematicamente en una tabla con el
proposito de realizar inferencia estadistica sobre las funciones medias de manera adecuada
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Tabla 4-1: Organizacion de las realizaciones parciales de datos funcionales

1 t1 to o tr 1 11 to o tr

1 xl,tl ml,tg e xl,tk 1 y].,tl yl,tg e yl,tk
Tog, | Togy | *00 | Tog, 2 Yo, | Y2ue | | Y2,

n xn,tl a:n,tg e xn,tk m ym,t1 ym,tQ e ym,tk

Es importante notar que, en esta instancia, se analizan realizaciones de datos funcionales
de igual tamafio. Sin embargo, como una perspectiva para trabajos futuros, se plantea
la exploracion de métodos para tratar con realizaciones de datos funcionales de tamano
irregular en distintos individuos. En el contexto actual, se considera una serie de datos
funcional regular.

Es relevante destacar que x(t) — W(¢), bajo la hipotesis nula asume la forma de un puente
browniano con parametros H y o desconocidos. Para ajustar el coeficiente fraccionario,
se evalda la adecuacion del modelo mediante el intervalo de cuantiles del valor p, definido
como el intervalo de tamafio 1 — « de los n valores p de cada evaluacién de normalidad.
Este proceso se lleva a cabo en una grilla que abarca el intervalo (0,1). En caso de un
completo desconocimiento sobre la dependencia del puente, un valor menor a 1/2 sugiere
una similitud con el ruido propio de un proceso de ruido blanco, lo cual indicaria una
posible adecuacion a un modelo de regresion clasica. Por otro lado, un valor cercano
a 1/2 implicaria incrementos independientes, sugiriendo la presencia de una memoria
prolongada en el puente.

Siguiendo la linea de razonamiento planteada en el test de permutaciones [15], se puede
considerar el siguiente esquema para considerar las diferencias entre los datos funcionales.
Es de relevancia notar que esta organizacion tiene como supuesto que los datos parciales
se tomaron de manera regular

Tabla 4-2: Organizacion de datos combinando las realizaciones parciales de las dos
muestras funcionales
i t t o te
LT | %1 =Y | i — Y1t | 00 | Tt — Yigy
1,2 T4 — Yo,uu L1ty — Y2060 | " L1ty — Y2,

n,m | Tnt; — Ym,it, Tty — Ymito e Tntr — Ymity,
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Sobre la presente realizacion del puente, se procede a la construccion de bandas de confianza
mediante técnicas de remuestreo, considerando diversos valores de H. Posteriormente,
se evalua, en esos diferentes modelos, el cuantil de los valores p con el fin de determinar
cual modelo se ajusta mejor a los datos. Ademas, se verifica la validez de las bandas de
confianza en el contexto de cada modelo seleccionado.

Para evaluar la idoneidad de los intervalos de los valores p en un contexto donde las
observaciones se presumen originadas a partir de un proceso de puente browniano ajustado
a un valor fraccionario especifico, es esencial considerar la estimacion del pardmetro de
volatilidad y examinar la bondad de ajuste del modelo. Una de las alternativas propuestas
es llevar a cabo una prueba de normalidad multivariada. Sin embargo, Srivastava [31]
sefnala que los tests de normalidad son susceptibles a fallos en situaciones de alta
dimensionalidad.

Otra alternativa planteada seria utilizar la propiedad de Bonferroni [23]. No obstante,
si el tamafo de la muestra es reducido, como por ejemplo 20, mantener una significancia
individual de 0.01 implicaria una significancia grupal de 0.2, un nivel que resulta elevado.
Una estrategia diferente es emplear la técnica estadistica de envelope o envolvimiento, la
cual consiste en tomar una estadistica para cada individuo, observar su comportamiento
bajo la hipotesis nula y comparar estos estadisticos resultantes en nuestra muestra con
los simulados bajo la hipoétesis nula. Para un analisis mas detallado sobre las técnicas
de envolvimiento, se puede consultar el articulo de Dennis Cook [7], donde se expone
tedricamente esta metodologia.

La mayoria de las pruebas de normalidad consideran una distancia entre la distribucion
empirica y la tedrica. Esto justifica el uso de la distancia de Kolmogorov-Smirnov como
medida de error para validar la bondad de ajuste. Esta motivacion inspira la realizacion
del proceso de embedding sobre dicha estadistica para evaluar su comportamiento. Para
validar esto, se llevaron a cabo 10,000 simulaciones de realizaciones parciales de puentes
brownianos, incrementando el tamano en unidades de 10 hasta llegara 100 en cada simulacion.
Durante este proceso, se evalud un soporte regular de tamano 10. Es importante destacar
que el enfoque para muestras con m>10 sigue el mismo principio. Se extrajeron realizaciones
parciales de puentes brownianos, manteniendo un coeficiente fraccionario constante.
Posteriormente, se procedio a realizar la rotacién, siguiendo el procedimiento descrito en
la Proposicion 13. Finalmente, se llevo a cabo una prueba de normalidad con media cero
y se calcularon los cuantiles.
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Tabla 4-3: Cuantiles del test Kolmogorov Smirnov para m = 10

Cuantiles

90% 92% 95% 97% 99%  99.5%

10 0.486 0.497 0.518 0.537 0.576 0.602
20 0.518 0.528 0.546 0.565 0.602 0.621
30 0.533 0.542 0.561 0.579 0.615 0.636
40 0.544 0.553 0.570 0.591 0.623 0.642
50 0.552 0.562 0.578 0.597 0.629 0.645
60 0.560 0.567 0.585 0.602 0.634 0.652
70 0.566 0.573 0.591 0.608 0.640 0.657
80 0.570 0.578 0.595 0.611 0.643 0.660
90 0.574 0.583 0.599 0.616 0.646 0.662
100 0.578 0.587 0.602 0.618 0.651 0.665

Para evaluar si bajo un soporte de m = 10, la simulacion del estadistico critico de envolvimiento
depende del tamanio de muestra se pueden graficar los valores del estadistico para los
diferentes niveles de confianza y los diferentes tamafios de muestra
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Figura 4-2: Cuantiles del test Kolmogorov Smirnov para m = 10
https://github.com/jrangelg/Trabajo_final maestr-a/tree/main

Se observa que a medida que aumenta el tamafio de muestra, el estadistico de envolvimiento
también aumenta, lo cual es intuitivo. Se puede notar que el estadistico tiende a ser mas
grande al aumentar el nivel de confianza deseado. Asimismo, se busca determinar estos
limites de envolvimiento para diferentes tamanos de muestra (m). En este trabajo, se
presentaran resultados para tamanos parciales del soporte iguales am = 50 . No obstante,
el procedimiento es el mismo para otros tamanos de soporte.
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Tabla 4-4: Cuantiles del test Kolmogorov Smirnov para m = 50

Cuantiles
n
90%  92%  95%  97%  99% 99.5%
10 0.552 0.560 0.578 0.596 0.629 0.650
20 0.578 0.586 0.602 0.619 0.653 0.675
30 0.592 0.600 0.615 0.630 0.668 0.685
40 0.601 0.609 0.624 0.641 0.677 0.695
50 0.609 0.617 0.632 0.649 0.684 0.702
60 0.615 0.622 0.638 0.655 0.689 0.707
70 0.620 0.627 0.643 0.661 0.692 0.711
80 0.624 0.632 0.646 0.665 0.696 0.714
90 0.628 0.635 0.649 0.667 0.697 0.716
100 0.631 0.638 0.653 0.668 0.698 0.717
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Figura 4-3: Cuantiles del test Kolmogorov Smirnov para m = 50
https://github.com/jrangelg/Trabajo_final maestr-a/tree/main

Se evidencia un comportamiento similar al que se veia en m
escala aumenta, indicdndonos que si se aumenta el soporte sobre los datos funcionales,
el comportamiento de la estadistica también aumenta. Para otro tamano diferente del
soporte, la técnica de envolvimiento se realiza de la misma manera. Aunque la técnica de
envolvimiento, en comparacion con la cota de Bonferroni, tiene la flexibilidad de utilizarse
con tamanos de muestra grandes, tiene el defecto de requerir una cantidad elevada de

computo.

10; sin embargo, la
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4.2 Puente browniano fraccionario para modelar
trayectorias de migracion

Otra aplicacion de los puentes estocasticos se encuentra en el modelado de las trayectorias

seguidas por una poblacién de una determinada especie biologica. Sin embargo, en la

literatura, se suele emplear comunmente el puente browniano clasico. En este estudio, se

propone la utilizacion del puente browniano fraccional con H > 1/2, ya que las trayectorias
generadas por este son menos erraticas.

Para aplicar el puente browniano fraccional, se desarrolla tedricamente un homeomorfismo
en el intervalo [0, 1], conectando este intervalo con un segmento de recta que parte desde
el punto inicial. Supongamos una situacion en la cual una especie se desplaza desde el
punto (1, 1) al punto (5, 8), donde la especie descansa. Posteriormente, parte desde este
punto hacia (8, 6).

Se hace uso del teorema que establece que todo segmento de recta es homeomorfo al
intervalo (0, 1); mediante simulaciones del puente clasico, se lleva a cabo la transformacién
al espacio deseado.

Migracién en dos trayectorias
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|

Longitud

Figura 4-4: Modelo de migraciéon con puente browniano clasico
https://github.com/jrangelg/Trabajo_final maestr-a/tree/main

En el trabajo de referencia [19], se aborda la exploracion del uso del puente clasico en el
analisis de trayectorias migratorias de diversas especies. No obstante, se ha evidenciado
que el movimiento de algunas especies no es completamente impredecible, como se modela
con el puente browniano clasico. Por esta razon, este estudio propone la adopcion del
puente browniano fraccional, ya que el pardmetro H regula la suavidad de la trayectoria.
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Es esencial destacar que si H > 1/2, la trayectoria tiende a ser mas suave, mientras que
si H < 1/2, la trayectoria tiende a ser mas erratica.

La metodologia presentada en el trabajo de Kranstauber [19] se describe de la siguiente
manera:

i. Seguir a n individuos en un soporte parcial del espacio.

ii. Realizar la rotacion de los datos para obtener una muestra aleatoria sin correlacion
entre los incrementos del movimiento.

iii. Estimar el pardmetro de volatilidad.
iv. Simular la region de confianza del movimiento de las aves.
En el ejercicio de simulacion mencionado anteriormente, se muestran las regiones de

confianza correspondientes, como se ilustra en la Figura

Regines de confianza con H=1/2
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Figura 4-5: Region de confianza del 95% bajoun H = 1/2
https://github.com/jrangelg/Trabajo_final maestr-a/tree/main

Sin embargo, el puente browniano clasico solo considera este comportamiento de volatilidad.
En el contexto de esta investigacion, ampliaremos nuestra perspectiva al explorar diversos
parametros fraccionarios y variaciones en los parametros de volatilidad. Este enfoque nos
permitird realizar un analisis comparativo exhaustivo de los comportamientos resultantes.

Al introducir parametros fraccionarios, estamos extendiendo la modelizacion clasica para
capturar fenémenos mas complejos y realistas. La inclusion de diferentes valores de
fraccion de Hurst (H) nos permitird explorar como la rugosidad de las trayectorias del
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puente browniano se ve afectada por estas variaciones. Asimismo, al ajustar los pardmetros
de volatilidad, estamos considerando la influencia directa en la magnitud de las fluctuaciones
en el proceso estocastico. Al analizar diferentes niveles de volatilidad, podremos identificar

patrones y tendencias emergentes, asi como evaluar la sensibilidad del modelo a estos
cambios.
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Figura 4-6: Realizaciones del puente browniano fraccionario para modelar migraciones,
considerando diferentes parametros de Hurst y de volatilidad, junto con las bandas
de confianza al 95%.

https://github.com/jrangelg/Trabajo_final maestr-a/tree/main
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La observacion de que, a diferencia del modelado con puente browniano clasico, al utilizar
un parametro de Hurst (H) cercano a cero el ruido tiende a ser similar a un ruido blanco,
mientras que si es cercano a uno la dependencia y la volatilidad no aumentan tan rapido, es
muy interesante y revela caracteristicas fundamentales del puente browniano fraccionario.

Cuando H se acerca a cero, el proceso se asemeja al comportamiento de un ruido blanco.
En este caso, las fluctuaciones aleatorias en el sistema son independientes entre si y no
presentan una memoria a largo plazo. En otras palabras, cada incremento o decremento
en el proceso no estd fuertemente correlacionado con los valores anteriores, lo que se
traduce en un comportamiento mas aleatorio y menos predecible. Por otro lado, cuando
H se acerca a uno, el proceso exhibe una mayor persistencia y memoria a largo plazo.
Las fluctuaciones anteriores tienen una influencia mas pronunciada en las futuras, lo que
resulta en una trayectoria mas suave y menos propensa a cambios abruptos.

Este comportamiento refleja una mayor dependencia en el pasado, y la volatilidad no
aumenta tan rapidamente como en el caso de H cercano a cero. Estas observaciones
son coherentes con la interpretacion del pardmetro de Hurst en el contexto del puente
browniano fraccionario. Un valor bajo de H indica una menor autocorrelaciéon y una
mayor semejanza con un ruido blanco, mientras que un valor alto de H implica una mayor
persistencia y dependencia a largo plazo en el proceso.

Hacer uso del puente browniano fraccionario en la modelacion migratoria de aves ofrece
una valiosa expansion en la variedad de puentes disponibles para este proposito. En
comparacion con el puente browniano clasico, la inclusiéon de pardmetros fraccionarios
introduce una mayor flexibilidad en la representaciéon de la volatilidad, permitiendo capturar
de manera mas precisa la complejidad de los patrones migratorios de las aves.

Este enfoque innovador no solo enriquece la gama de herramientas disponibles, sino
que también proporciona una vision mas completa y detallada de las caracteristicas del
puente browniano en el contexto de la migracion de aves. Al explorar diferentes conjuntos
de pardmetros fraccionarios, podemos analizar como variaciones en la rugosidad de las
trayectorias impactan en la prediccion de movimientos migratorios. Aunque esta metodo-
logia ha sido abordada por Kranstauber para resolver problemas asociados con la anisotropia
y la inclusién de covariables, ain no se ha incorporado el coeficiente fraccionario, ni las
técnicas inferenciales, ni las pruebas de bondad de ajuste del modelo. Estos elementos
podrian representar areas potenciales de mejora. Para contrastar estos comportamientos,
se recurre al método de Cholesky. Este método se utiliza para visualizar y analizar el
comportamiento de los movimientos brownianos fraccionarios, proporcionando una pers-
pectiva mas detallada y precisa sobre la naturaleza de las trayectorias observadas.
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El método de Cholesky [9] es valioso en este contexto ya que permite descomponer una

matriz de covarianza en el producto de una matriz triangular inferior y su transpuesta.

Al aplicar este método a los datos de movimientos brownianos fraccionarios, se puede

obtener una representacion mas clara de las relaciones y dependencias entre las diferentes

etapas del movimiento. Este enfoque contribuye a una comprensiéon mas profunda de las

estructuras subyacentes en las trayectorias, permitiendo identificar patrones, dependencias
y cambios en la volatilidad a lo largo del tiempo. En consecuencia, el método de Cholesky

se convierte en una herramienta valiosa para el analisis detallado de los movimientos

brownianos fraccionarios y proporciona una visién enriquecida que puede complementar

y mejorar la interpretacion de los resultados obtenidos mediante otros métodos.

Esrelevante destacar que hasta el momento, la aplicacion de métodos de puente browniano
fraccionario en la modelacion migratoria de aves no ha sido sometida a un analisis riguroso
en cuanto a la eleccion de tipos de coordenadas. Diferentes sistemas de coordenadas,
como esféricas, planas o de acuerdo con geoide, pueden tener un impacto significativo en
la representacion y prediccion de los movimientos migratorios. En la teoria de estadistica
espacial, se haavanzado en la incorporaciéon de diversos tipos de coordenadas para adaptarse
a la complejidad de los datos geoespaciales. Sin embargo, este enfoque ain no se ha
trasladado completamente a la modelacion migratoria utilizando puente browniano fraccio-
nario.

Un area de investigacion futura y fascinante podria derivarse de la exploracion de como
la eleccion del sistema de coordenadas afecta la validez y eficacia de la metodologia del
puente browniano fraccionario en la migracién de aves. Esto podria incluir el andlisis
de coordenadas esféricas para tener en cuenta la curvatura de la Tierra, la utilizacion de
coordenadas planas para areas geograficas mas limitadas y la consideracion de sistemas de
coordenadas basados en el geoide para una representaciéon mas precisa de la topografia
terrestre.

Este trabajo futuro podria no solo mejorar la aplicabilidad de la metodologia en diferentes
contextos geograficos, sino también proporcionar una comprension mas profunda de como
las elecciones de coordenadas afectan la interpretacién de los patrones migratorios. En
ultima instancia, esta investigacion adicional contribuird al avance y refinamiento de los
modelos de puente browniano fraccionario en el campo de la ecologia y la migracion de
aves.
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4.3 Aplicacion en lenguaje natural

Una aplicacion innovadora de los puentes estocasticos es suimplementacion para introducir
ruido en redes neuronales con diversas arquitecturas. En particular, se destaca el articulo
publicado en 2023 [34], que presenta el método COLOR(Coherent dialOgue pLanning appro-
ach via BrOwnian bRidge) para aplicar ruido modelado por un puente estocastico clasico
a un chatbot. La contribucion adicional a este modelo implica la inclusion del puente
browniano fraccionario como componente de ruido, denominando a esta versién mejorada
como COLFOR (Coherent dialOgue pLanning approach via Fractional BrOwnian bRidge).
Este enfoque busca enriquecer la capacidad del chatbot para manejar la variabilidad en
las interacciones, permitiendo una adaptacién mas efectiva a la diversidad de situaciones
en las conversaciones. Al incorporar el puente browniano fraccionario, COLFOR busca
capturar de manera mas precisa la complejidad temporal de los datos y las dindmicas no
lineales presentes en las interacciones del chatbot.

La introduccién de este componente adicional busca mejorar la robustez y la capacidad
de generalizacion del modelo, proporcionandole una mayor flexibilidad para comprender
y responder de manera mas eficiente a las variaciones en el lenguaje y en el contexto
de las conversaciones. Este enfoque representa un paso hacia adelante en la aplicaciéon
de métodos estocasticos avanzados en el desarrollo de modelos de procesamiento del
lenguaje natural, ofreciendo potencialmente mejoras significativas en la calidad y adaptabi-
lidad de los chatbots.

La mayoria de modelos de lenguaje natural usan el embedding el cual es un mecanismo
que consiste en representar de manera semantica y compacta objetos, como palabras o
frases, en un espacio vectorial. En este espacio, la proximidad entre vectores refleja la
similitud semantica entre los objetos que representan. Estos vectores, también conocidos
como embeddings, capturan relaciones y significados contextuales, facilitando el analisis
y procesamiento de informacién compleja. Ahora bien, un embedding con ruido se refiere
a la incorporacion de componentes estocasticos o aleatorios en el proceso de generacion
de los vectores embeddings. En términos estadisticos, esto implica introducir variabilidad
controlada en la representacion vectorial de palabras o frases. Un enfoque especifico es
el embedding con ruido profundo, donde se incorpora ruido a lo largo de multiples capas
o niveles del modelo, permitiendo una modelaciéon mas sofisticada de la incertidumbre
inherente en los datos.

Desde la perspectiva de Ia tesis, la implementacién de embeddings con ruido profundo
busca mejorar la capacidad del modelo para manejar la variabilidad y la incertidumbre en
los datos lingtiisticos. Este enfoque puede contribuir a la robustez del modelo frente a
la variabilidad del lenguaje natural y aportar a la capacidad de generalizacion del modelo,
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permitiéndole adaptarse de manera mas efectiva a diferentes contextos y matices seman-
ticos presentes en el corpus de datos. La inclusion de componentes estocasticos también
puede ayudar a capturar la complejidad estadistica subyacente en las relaciones semanticas,
mejorando asi la calidad y la capacidad predictiva del modelo de embedding.

Un modelo dirigido por objetivos es una categoria de modelos de generacion de didlogos
que se concentra en la consecucion de metas especificas durante una conversacion. A
diferencia de los modelos de generacion de didlogos generales, que pueden ser mas abiertos
y no poseer un objetivo especifico, los modelos dirigidos por objetivos estan disefiados
para seguir una ruta planificada que conduzca a la realizacion de un objetivo predefinido.

Estos modelos encuentran aplicacion en diversas areas, como sistemas de recomendacion,
asistentes virtuales y chatbots, donde es crucial dirigir la conversacion hacia una meta
especifica, como proporcionar informacion, efectuar recomendaciones o llevar a cabo una
tarea determinada. El proceso de generacion de didlogos dirigidos por objetivos implica la
planificacion de una ruta logica que conecte el contexto actual con el objetivo deseado en
cada turno de la conversacion. Esto conlleva tomar decisiones sobre los temas a abordar,
las acciones a llevar a cabo y el orden en que se deben tratar. El proposito es lograr una
transicion fluida y coherente hacia el objetivo final.

En [38] se explica que estos modelos suelen hacer uso de técnicas de planificacién y
aprendizaje automatico para determinar la mejor ruta de didlogo y generar respuestas
pertinentes que se alineen con el objetivo establecido. También pueden integrar conoci-
mientos especificos relacionados con el objetivo, como bases de datos o informacion
contextual, para mejorar la calidad y relevancia de las respuestas generadas.

En este estudio, se plantea la utilizacion de un puente browniano fraccionario debido a la
presencia de una dependencia secuencial inherente en los modelos de procesamiento del
lenguaje natural. A diferencia del puente browniano clasico, que no toma en cuenta esta
dependencia secuencial, la eleccion del puente browniano fraccionario se fundamenta en
la necesidad de capturar de manera mas precisa la estructura temporal compleja presente
en los datos lingtiisticos. El puente browniano fraccionario es especialmente adecuado
para abordar la dependencia secuencial en modelos de lenguaje natural, ya que permite
modelar correlaciones a largo plazo y capturar patrones temporales no lineales. Esto es
crucial en contextos donde la secuencia de palabras o tokens en una oraciéon o texto juega
un papel esencial para comprender el significado y la coherencia semantica.

Laintroduccion del puente browniano fraccionario en el modelo contribuye a una representacion
mas realista de la dindmica temporal subyacente en el lenguaje natural. Este enfoque
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es particularmente valioso en aplicaciones donde la captura precisa de la dependencia
secuencial es esencial, como en la generacion de texto coherente, la traduccion automatica
o cualquier tarea que involucre la comprension y produccion de secuencias lingtiisticas. La
representacion de un embedding basico se puede expresar mediante un vector matematico.

Basados en el articulo de Xu (2021) [39] se generaliza de la siguiente manera el embedding
con ruidos. Sea v la representacion vectorial de una palabra o frase, el embedding basico
se define como:

v = [v1,v9,...,0]

donde v; es la i-ésima dimensién del vector.

Para incorporar ruido estocastico en el embedding, introducimos un término adicional.
Sea v, el vector de embedding con ruido, y v el embedding basico, entonces:

V, =V+ €

donde € representa el vector de ruido estocastico.

Para modelar la dependencia secuencial, consideramos un puente browniano fraccionario.
La adicion de este componente se expresa como:

t
€ :/ By (t — s)dW;
0

donde Bp(t — s) es el kernel del puente browniano fraccionario y dWj es la diferencial
de un proceso de Wiener.

La integracion de ruido, particularmente mediante el uso de un puente browniano fraccio-
nario, en los embeddings ha demostrado ser una estrategia efectiva para enriquecer la
representacion de la dependencia secuencial en modelos de procesamiento del lenguaje
natural. Esta técnica permite capturar de manera mas precisa las complejidades temporales
inherentes en el lenguaje, mejorando asi la capacidad del modelo para comprender y
generar texto de manera mas coherente y contextual.

A pesar de los avances logrados con la incorporacion de ruido en los embeddings, se
enfrenta a un desafio critico y de alto interés en la investigacion: la evaluacion de la
bondad de ajuste en estos modelos. La presencia de redes neuronales que componen
los diversos componentes de ruido complica la tarea de evaluar la calidad del ajuste del
modelo. La naturaleza intrincada de estas arquitecturas hace que sea dificil desentrafar la
contribucién individual de cada elemento de ruido, dificultando asi la validacion precisa
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del modelo.

Este problema abierto representa un area crucial para el avance de la investigacion en
embeddings con ruido. La comunidad cientifica se encuentra desafiada a desarrollar métodos
innovadores y robustos para evaluar la bondad de ajuste en modelos de lenguaje natural
mejorados con ruido estocastico. La resolucion de este desafio no solo contribuird al
perfeccionamiento de las técnicas existentes, sino que también abrirad nuevas vias para el
desarrollo de modelos mas confiables y generalizables en el &mbito del procesamiento del
lenguaje natural. La superacion de este obstaculo promete impulsar significativamente la
eficacia y aplicabilidad de los embeddings con ruido en diversas aplicaciones practicas.

Tabla 4-5: Simulaciones de embedings de la frase La universidad nacional es una de las mejores
universidades en Colombia con movimientos brownianos con ¢ = 0.1

Frase Reconstruida

Z
e

La universidad nacional es una de las mejores universidades en Colombia

Nacional una universidades es mejores Colombia las en de universidad

En una universidad la mejores Colombia universidades es nacional de

Las una Colombia universidad en nacional mejores universidades es de

Una universidades en mejores nacional Colombia de la es universidad

Mejores nacional de es universidades las en la una Colombia

Nacional mejores las de universidades una universidad la Colombia es

Las de mejores universidad una nacional en universidades Colombia es

O | ||| Dh|W|DN| -

Colombia nacional universidad de en es la las mejores una

—_
o

Mejores Colombia la de nacional en es universidad una las

Una pregunta que surge es si hay un cambio significativo al modificar el parametro a
0.05. Veamos las simulaciones para explorar como esta variacion afecta los resultados. Al
ajustar este parametro, es posible que se experimenten diferencias notables en la dindmica
del sistema o en los resultados obtenidos. Esto podria tener implicaciones importantes,
ya que los parametros a menudo influyen en el comportamiento y la estabilidad de los
modelos o simulaciones. Por lo tanto, es crucial examinar de cerca céomo la variacion
en este parametro especifico impacta en las condiciones simuladas y si estas variaciones
tienen alguna relevancia practica o teodrica. Este analisis mas detallado nos permitira
comprender mejor la sensibilidad del sistema a diferentes configuraciones de parametros
y, en ultima instancia, mejorar nuestra comprension global del fenémeno o modelo que
estamos estudiando.
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Tabla 4-6: Simulaciones de embedings de la frase La universidad nacional es una de las mejores
universidades en Colombia con movimientos brownianos con ¢ = 0.05

z
e

Frase Original

La universidad nacional es una de las mejores universidades en Colombia

Nacional una universidades es mejores Colombia las en de universidad

En una universidad la mejores Colombia universidades es nacional de

Las una Colombia universidad en nacional mejores universidades es de

Una universidades en mejores nacional Colombia de la es universidad

Mejores nacional de es universidades las en la una Colombia

Nacional mejores las de universidades una universidad la Colombia es

Las de mejores universidad una nacional en universidades Colombia es

Ol | ||| h|wW|DN| -

Colombia nacional universidad de en es la las mejores una

[
o

Mejores Colombia la de nacional en es universidad una las

La apreciacion sobre la estacionariedad de los incrementos en el movimiento browniano
y la reducida volatilidad en las fronteras del puente browniano refleja una comprension
profunda de estas dindmicas estocasticas. Mientras el movimiento browniano exhibe
incrementos estacionarios a lo largo del tiempo, el puente browniano, al introducir anclajes
en sus extremos, logra mitigar la variabilidad extrema en esas areas. Esta caracteristica
hace que el puente browniano sea una herramienta valiosa para modelar procesos que
requieren una transicion suave entre estados o momentos clave, proporcionando una
representacion mas realista de las fluctuaciones en ciertos contextos.

La investigacion acerca de si el puente browniano mejora la cohesion en los embeddings
revela una perspectiva esencial para comprender como las modificaciones en la generacion
de ruido afectan la calidad de la representacion semantica. Al incorporar ruido mediante
el puente browniano, se plantea la posibilidad de suavizar las transiciones entre palabras
0 conceptos cercanos en el espacio semantico. Este modelo fue propuesto por Jian Wang
en 2023; ahora, examinemos algunas simulaciones bajo esta propuesta.
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Tabla 4-7: Simulaciones de embedings de la frase La universidad nacional es una de las mejores
universidades en Colombia con puentes brownianos con ¢ = 0.1

z
e

Frase Original
La universidad nacional es una de las mejores universidades en Colombia

Nacional una universidades es mejores Colombia las en de universidad

En una universidad la mejores Colombia universidades es nacional de

Las una Colombia universidad en nacional mejores universidades es de

Una universidades en mejores nacional Colombia de la es universidad

Mejores nacional de es universidades las en la una Colombia

Nacional mejores las de universidades una universidad la Colombia es

Las de mejores universidad una nacional en universidades Colombia es

O ||| h|w|DN| -

Colombia nacional universidad de en es la las mejores una
Mejores Colombia la de nacional en es universidad una las

—_
o

En esta seccidn, es importante aclarar que no se tiene la intencidén de calibrar el modelo
COLFOR. La calibracién de dicho modelo requeriria una base de datos
considerablemente extensa de conversaciones dirigidas que permitan entrenar el modelo
de manera efectiva. Sin embargo, se propone y explica la implementacion de un embedding
utilizando un ejemplo de juguete con ruido browniano fraccionario. Esta aproximacion
amplia las posibilidades, ya que en [34] solo se considera el puente browniano clasico. Es
relevante destacar que los modelos de lenguaje natural, dada su naturaleza de dependencia
al generar texto, suelen basarse en redes neuronales recurrentes. Por esta razon, resulta
mas adecuado incorporar un ruido con memoria a largo plazo, como lo proporciona el
puente fraccionario. No obstante, se plantea como un problema de investigacion interesante
laimplementacion y evaluacion de este enfoque sobre un conjunto significativo de entrena-
miento.

Adicionalmente, es fundamental comprender que la propuesta aqui presentada no busca
resolver la calibracion completa del modelo COLFOR, sino mas bien introduce una técnica
novedosa que expande las posibilidades y considera aspectos mas complejos del proceso
de generacion de texto. La utilizacion de ruido browniano fraccionario ofrece una alternativa
atractiva y se espera que futuras investigaciones exploren su viabilidad y rendimiento
en conjuntos de datos mas extensos. Ademas, se destaca la necesidad de considerar
la memoria a largo plazo en modelos de lenguaje natural, lo cual puede ser crucial para
capturar adecuadamente las complejidades del lenguaje y mejorar la calidad de las genera-
ciones textuales.

Finalmente, queda planteada como una tarea futura de investigacion la evaluaciéon del
comportamiento del embedding propuesto sobre un conjunto considerable de entrenamiento.
Esta evaluacion permitird comprender mejor las ventajas y limitaciones del enfoque, asi
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como su aplicabilidad en escenarios mas realistas. Se anima a la exploraciéon continua de
nuevas estrategias y técnicas en el campo de modelos de lenguaje natural, con la esperanza
de mejorar la capacidad predictiva y generativa de estos modelos en diversos contextos y
aplicaciones.
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Este trabajo ofrece un analisis comparativo de los puentes estocasticos, explorando diversas
metodologias inferenciales basadas en la estadistica clasica para la estimacion del parametro
de volatilidad asociado a dichos puentes. Se aborda la simulacion de datos funcionales con
ruido modelado a partir de puentes, y se introducen regiones de confianza. Ademas, se
presenta un método basado en técnicas de envolvimiento para validar la bondad de ajuste
del modelo propuesto. La investigaciéon también incluye la simulacion de trayectorias de
animales mediante el uso de puentes brownianos fraccionarios, incorporando la velocidad
con la que se dispersan o concentran. Como ultimo aporte, se propone la aplicacion
del puente browniano fraccionario para mejorar la calibracién del modelo COLOR. Estas
diversas contribuciones resaltan la versatilidad y aplicabilidad de los puentes estocasticos
en distintos contextos y problematicas, ofreciendo herramientas valiosas para la modelacion
y analisis de procesos estocasticos complejos.

En el tercer capitulo, se detall6 la metodologia para llevar a cabo inferencia clasica tanto
sobre el puente browniano cldsico como sobre el puente browniano fraccionario. Se
desarrollaron estimadores insesgados, se propuso un método para evaluar la bondad de
ajuste del modelo y se deline¢ la forma de realizar contrastes de hipotesis. Sin embargo,
como trabajo futuro, se plantea la exploracion de la estadistica bayesiana aplicada a los
parametros de las ecuaciones diferenciales, tanto en el contexto del puente browniano
como en otras ecuaciones, teniendo en cuenta la limitacion de contar con solo una realizacién
parcial del proceso.

Estas estimaciones pretenden incorporar tanto la perspectiva de expertos como datos
histéricos, permitiendo alimentar el modelo de manera secuencial. Este enfoque también
abre la puerta a la inclusion de ecuaciones diferenciales estocésticas en areas mas amplias

de la estadistica, promoviendo un analisis mas completo y flexible de diversos fenémenos
estocasticos. Un problema de gran interés radica en la busqueda de un estimador analitico
para el coeficiente fraccionario. Esta busqueda no solo tiene el potencial de reducir
significativamente los recursos computacionales requeridos, sino que también proporcionaria
una precision esencial en la seleccion del pardmetro H. Encontrar una solucién analitica
para este estimador abrirfa la puerta a una metodologia mas eficiente y precisa en la
estimacion de este componente clave de los puentes estocasticos.
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En la seccidon 4.1 se presenta una propuesta para la aplicacion de puentes estocasticos
como ruidos en datos funcionales. Los datos funcionales suelen residir en espacios de
Hilbert, y el operador de covarianza que caracteriza la autocorrelacion de los datos opera
en el producto tensorial cuadratico del espacio. Esto conlleva la necesidad de estimar un
gran numero de parametros. Una ventaja del uso de puentes estocasticos como ruido
radica en la reduccién de la cantidad de parametros a estimar, limitdndose a dos: el
coeficiente de volatilidad y el coeficiente fraccionario.

Es importante destacar que la viabilidad de utilizar puentes estocasticos como ruido esta
condicionada a la variabilidad de la funciéon media, que debe ser pequefa en los extremos
del soporte y aumentar a medida que se aleja de la frontera. Se subraya que, aunque esta
propuesta simplifica la estimacion de parametros, el proceso clasico con bases funcionales
describe de manera mas precisa el ruido, especialmente para las bandas de confianza.
Adicionalmente, se explora el uso de la técnica de embedding para evaluar la bondad de
ajuste. En contraste con Bonferroni, esta técnica muestra una mayor potencia sin perderla
facilmente. Ademas, demuestra ser mas robusta que los tests de normalidad multivariada,
conocidos por perder robustez en entornos de alta dimensionalidad.

En la seccion 4.2, se realiza una comparacion del uso de diversos puentes estocasticos
en trayectorias que conectan dos puntos. A diferencia de los enfoques tradicionales que
consideran exclusivamente el puente browniano clasico en estudios espaciales, se destaca
la ausencia de procedimientos de bondad de ajuste en estos modelos. Esta carencia puede
limitar las posibilidades de capturar aumentos flexibles en la volatilidad. Para abordar esta
limitacion, se introduce el puente browniano fraccio-

nario, que permite una mayor flexibilidad en los aumentos en la volatilidad. Suinclusién se
revela como un componente crucial para enriquecer la capacidad explicativa del modelo
y capturar de manera mas precisa la complejidad de las trayectorias entre dos puntos
especificos. Como trabajo futuro, queda evaluar el puente browniano para trayectorias
anisotropicas y puentes fraccionarios con covariables. Recientemente, Krastaumber ha
avanzado en la investigacion para el puente clasico; sin embargo, queda como un problema
interesante generalizar estos trabajos al puente browniano fraccionario.

En la seccidn 4.3, se proporciona una aproximaciéon innovadora al uso de puentes estocés-
ticos, como ruido en la modelizacion de datos funcionales. Aunque la propuesta no busca
abordar la calibracion completa del modelo COLFOR, plantea una técnica prometedora que
amplia las posibilidades en el campo de modelos de lenguaje natural. Como trabajo futuro,
se propone evaluar la aplicaciéon del puente browniano fraccionario en escenarios mas
realistas y con conjuntos de datos extensos. Esta evaluacion proporcionara una comprension
mas profunda de las ventajas y limitaciones del enfoque, permitiendo asi su refinamiento
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y optimizacion para mejorar su rendimiento en situaciones practicas. La investigacion
continua en este ambito promete contribuir al avance de las estrategias utilizadas en
modelos de lenguaje natural, explorando vias para una generacion de texto mas precisa
y adaptable a diversas aplicaciones.

Un desafio futuro de interés radica en desarrollar una metodologia inferencial para abordar
ecuaciones diferenciales estocasticas multivariadas asociadas al puente browniano multi-
variado. Este trabajo constituye una extension analégica de la hoja browniana, y suimportan-
ciaradica enla capacidad para manejar ecuaciones diferenciales estocasticas que involucran
multiples variables. La complejidad inherente a este contexto requiere enfoques especificos
que permitan obtener estimaciones robustas y precisas de los pardmetros asociados al
puente browniano multivariado. Investigaciones en este sentido no solo contribuirian al
desarrollo tedrico, sino que también abririan nuevas posibilidades en la modelizacion de
sistemas complejos y la comprension de la dindmica estocastica en multiples dimensiones.

En conclusion, los puentes estocasticos son una familia de procesos que modelan ruido
cuando la volatilidad es pequena en las fronteras y lejana de ellas, permitiendo una descrip-
cidén mas precisa de la variabilidad en diferentes segmentos del soporte. La comparacion
entre el puente browniano clasico y el puente browniano fraccionario destaca la flexibilidad
que este ultimo aporta, especial-

mente al considerar aumentos flexibles en la volatilidad. Esta caracteristica es fundamental
al modelar trayectorias entre dos puntos especificos, ya que proporciona una representacion
mas rica y realista de la variacion en el proceso. Ademas, la propuesta de utilizar el puente
browniano fraccionario como ruido en datos funcionales abre nuevas perspectivas en la
modelizacion de sistemas dindmicos, especialmente cuando la memoria a largo plazo es
crucial. En resumen, la elecciéon adecuada del puente estocastico segun las caracteristicas
del fenémeno en estudio puede enriquecer significativamente la capacidad predictiva,
descriptiva e inferencial del modelo.
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