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SUPERFICIES ORIENTABLES

JOSE DARIO SANCHEZ H.

Introduccién A diario escuchamos frases como ésta :  Aquel individuo esta o
no esta bien orientado en la vida '*. Comprendemos perfectamente el significado
de tal afirmacion y no nos detenemos a meditar sobre ella. Si le preguntasemos a

cualquier persona : : "¢ Qué significa estar orientado ?"_ esperamos que nos res -

H
ponda ¢ " significa que el individuo tiene metas o direcciones bien determinadas
en la vida ”

Pues bien, esta idea intuitiva envuelve un hecho exacto y la matematica ha
adoptado este vocablo; nuestro objeto en este trabajo es precisar su significado

en matematicas, especialmente en geometria.
En una recta es comun dar una orientacion, definiendo en ella una direccion.

Definiendo en la recta un sistema de coordenadas obtenemos una representa -
cién geoméirica de los numeros reales (MR), teniéndose asi que la recta se con-

. - . - Fai e . " .
vertira en un espacio vectorial, permitiéndonos afirmar que : * Dar una orienta -

cién en la recta equivale a fijar en ella un vector

En el plano el concepto se compiica ligeramente, pero €l se puede orientar de
diferentes formas. Una por ejemplo es la dada por los puntos cardinales : orien -

te, occidente, norte, sur, permitiendo orientar el plano para trabajos geograficos .

Tn geometria plzna se habla de cuadrantes : superior derecho, superior 1z -
quierdo, inferior derecho, inferior izquierdo, estableciendose asi una orientacion

muy comun del plano.
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Otra manera de orientar un plano es la dada al definir en €l un sistema de coorde-
nadas polares, considerando los angulos positivos cuando su lado terminal se des-

plaza contrariamente al movimiento de las manecillas del reloj.

Este tltimo método de orientacion de un plano nos permite, intuitivamente, per-

cibir dos maneras diferentes de orientar el plano.

Notemos que un plano puede ser considerado como el producto cartesiano de

R < IR = IRZ, o sea, un espacio vectorial, y por lo tanto, sip mas detalles, po -

- , . )
demos definir orientaciones en IR* .

Las anteriores consideraciones nos permiten afirmar que,definiendo en el pla-
no un sistema de coordenadas, éste se convierte en el producto IR IR .y para
darle una orientacion hay que fijar en €l dos vectores linealmente independientes
colocados ordenadamente: o -sea, hay que distinguir en R’ lo que se llama " una

base ordenada

En ﬂ(’, los fisicos, con sus leyes de las manos derecha e izquierda, nos brin-

dan una extension de la idea de orientacion para R}
k k

(1) (2) S

Siendo 7 (1,0,0), j (0.1.0). k (0.0, 1) , j*=1(0,-1.0). Laleyde la

» sum 3 . 0 )
mano derecha (1) establece una orientacién en IR’y el conjunto '/, j, k jes una
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base en R, observéndose que
det li,j k|l =10
La ley de la mano izquierda (2) brinda una orientacion distinta a la anterior y el
conjunto '/ j*. k' constituye una base de > tal que
det [i,j*, k] =-17<0
Notemos que si tomaramos 1{j. 7.k  , en ese orden, como base de IR;, vamos Aa

obtener en R un resultado analogo al dado por el caso (2) de la ley de la mano

izquierda, pues
det | (0,1, 0), (1,0, 0), (0,0, 1) =-1<0

Consideremos la matriz del cambio de coordenadas. Si

(R, {i j*kYy) —4o (P, {iik))

es la aplicacién idéntica, la matriz asociada a tal aplicacion es :

Lid] = ) 0

la cual es precisamente la matriz del cambio.
Vemos aqui que las dos bases definen en KR 1a misma orientacién, digamos
que la orientacion negativa, y que su matriz de cambio de base es tal que
det(lid] )=1>0,
o sea, que el determinante de la ma.triz de paso asociada es positivo.

Como consecuencia de todo esto podemos decir que : “ Dar una orientacion en
ﬂ\’; es equivalente a dar una base ordenada "y, también, afirmar que la orienta -
cién de un espacio vectorial esta intimamente ligada a las matrices de los cam -
bios de bases.

Extenderemos ahora estas nociones intuitivas dando una definicion exacta de
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orientacién para un espacio vectorial y, siguiendo este orden de ideas, y supon ien

do la nocion de superfi cie, extenderemos la idea de orientacién a ciertas superfi-

cies. [Este sera el objeto de los siguientes paragrafos.
§ L Espac.io vectorial orientcrlo,
Definicion L Sea 1/ un espacio vectorial de dimension finita 1 sobre el cuer po

de los mimero s reale s J? Sean

U~ s - (I, 112 113, . w

bases de V. Entonces

11

n . DLt i 1. 2. ,... u
| i>/ I 1

Dirernos que U y If' son equi valentes  cuando
del (0 |'|') >0

Yy notamo s I Ifft a esta relaci on Drrernos tambi en que U Yy IV son eqlliv;:llen-

ternente orientables o equiorientables.

Ve amos que la relacion' es una relacibn  de equivalencia sobre el conjunto
de todas las bases del Uespacio vectorial V.
7 1. Sea U wuna base cualquiera de V. Entonces
T
pue s n
/l > >eou J, 2, , 11
! -] 11 1

de 1 ) - 0 ( (\i'l es el delta de Kronecker )

a.2. Si Uo, If entonees

n
wi i~ ali u L
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