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'SUPERFICIES ORIENTABLES

JOSE DARIO SANCHEZ H.

Intro";uccion A diario escuchamos frases como e sta : "<\quel iridi viduo esta 0

no esta bien orientado en la vida". Compren demos perfectamente el signi ficado

de tal afirrnacion y no nos de tenernos a rnedi tar sobre ella, Si le preguntasernos a

cual quier persona: : "i~Que significa estar or ientado ? II ~ es per amos que nos res -

pon da r ":s.igniJLc3 Que e l individuo t ierie met as 0 di recc ion es bien determinadas

en 1<::vida II

Pues bien, e st a idea in tu iti va envue lve un hecho exacto y la maternat ica ha

adoptado este vocablo; nuestro obje to en este trabajo es precisar su significado

ell matematicas, especialmente en geometria.

En una recta es cornun dar una orien tacion , definiendo ell ella una dire cci on.

Definiendo ell la recta un sistema de coordcnadas obtenernos una representa -

cion geornetrica de los numer os re ale s (II?) , ten ionduse aSI que la recta se con-

vertira en un espacio vectorial, penni tiendonc s a irm ar que: /I Dar una orienta -

cion ell l a recta e qui vale a fijar en ella un vector ",

En el plano e l concepto se cornp lica l igerarnente , pcro el se pue de orientar de

diferentes farm as , Una por ejempJo es la dada por los puntos car din al es : orien-

te , occidente, norte, sur, perrnitiendo oriental' el pl ano paru trab ajos geugraficos .

€n geometria pic ia se habla de cuadrante s : superior derec ho, superior iz-

quierd0' inferior derecho, inferior iZ'quierdo, eslableciendose 'lSI un3 0 iental'ion

lClUy COll1l111 del plano,
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Otra ma ne ra de or ieritar un plano es Ia dada al de fin ir en e l un sistema de coorde-

nadas po lares , consi derando los an gulos posi ti vas cu an do s u lado term ina! se des-

plaza contrari arnent e a l movirniento de las rnane c il las .del reloj.

Este ultimo metoda de orientaci6n de un plano nos permite, intuitivamente, per-

cibir dos mane ra s diferentes de or ien ta r el plano.

Noternos que un plano puede ser considerado como e l producto cartesiano de

fR x /R = /R2, a sea, un espacio vectorial, y par 10 tanto, sit) mas detalles, po-

demos definir or ic n tac ion e s en fU2.

Las anter ior es con s ide rac ione s nos permiten afirrn ar que,definiendo en el pIa-

no un sistema de coordenada s, e ste se c on vi er te en el producto IJ~ < tf< Y para

dar le una or ie n tac ion hay que fijar en e l dos vectores linealmente independientes
')

colocados ordenadamente; a 'sea, hay que distinguir en IU- [0 que se llama "una

base o rdenada "

Sn LR 3, los fi s icos , can sus [eyes de las man os derecha e izquierda, nos brin-

dan una extension de la idea de orientaci6n para f/~3

rr.:(1)

k

.......-._-----\.
r

(2)

Sien do (1,0, OJ, i (0,1.0) k -~ (0.0, J) , i " = (0, --I 0). La ley de la

mana derecha (1) es tablece una or ie n taci6n en JR 3 y e l conj unto {i, [, k } es un a



base en li~3, ob ser van dos e que

de t ! i, i . k 1 = 1 -, 0

La ley de la mario iz qu ie rda (2) br in da una or ientac ion di s tin ta a l a anterior y el

conjun to {i,j*,k:f c on stit uye una base de !I~3 t al que

d e t [ i, i ", k J c- - 1 -: 0

Noternos que si tom ararnos {j, i , k} , en e se orden, como base de IU 1, vam os 8

obtener en m3 un re sul tado ana logo at dado par el caso (2) de Ja ley de l a mana

izquierda, pues

del r (0, I, 0), (I, 0, 0), (0, 0, I) 1 1 < 0

Consideremos la matr iz del cambio de coordenadas. Si

E:S la apli cacion identica, la mat riz asociada a tal ap l icacion es

I

o[ idJ [--; o

l a cua l e s pr eci s amen te la matriz del cambio.

Vemos a qu i que las dos bases definen en lJ~3 la rni sm a or ien tacion, digamos

que la or ie n tac io n ne gat iva , y que su matr iz de cambio de base es tal que

de f ( [ id J ) ~ 1 > 0 ,

o sea, que el de terrninante de la matri z de paso asociada es positivo.

Como consecuencia de todo esto podemos decir que: "Dar una ori en t ac ion en

11<' cs equivalente a dar una base ordenada n y, tarn b ie n , af ir mar que In o rie nl a v-

cion de un espacio vectorial e sta intimamente ligada a las mat rice s de los cam -

bios de bases.

f:xtendere~os ahora estas nociones intuitivas dando una definicion exacta de
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orientaci6n para un e spacio vectorial y, siguiendo e ste orden de ideas, y supon ien

do la nocion de superfi c ie , extenderemos la idea de orientaci6n a ci er ta s superfi-

cies. Este sera el objeto de los siguientes paragrafos.

§ L Espac.io vectorial or ie nt crl o,

Definicion L Sea 1/ un espacio vectorial de dimension finita 1/ sobre el cuer po

de los mimero s re ale s J? Sean

u ~ {/I/'''2'''3' If! ~, {Ill,. 11'2' 11'3 .. , .. II'
iI

bases de V. Entonces

11

III . ;>: 'J .. tt .
I i> / II I

i 1. 2. , ... 11 •

Dirernos que U y If.' son equi valentes cuando

del (() .. ) > 0
II

y no tamo s I" If! a e s ta re l aci on Drrernos t ambi en que U y IV son eqlliv;:l1en-

ternente orientables 0 equiorientables.

Ve amos que la relacion' es una relaci6n de equivalencia sobre e l conjunto

de todas las bases del Uespacio vectorial V.

J? I. Sea U una base cu al qu iera de V. Entonces

L' ' U ,

pue s

/I.
I

II

>- > .• u·
l -; J 11 1

J, 2, ... , 11

y

de I ( " .. ) ~ / .' 0
II

( (\.. es e l delta de Kronecker )
II

a.2. Si U 0, If entonees

n

1IJi i~' ali 11i I, 2. '" 11
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