




Si conocemos las funciones de onda-qp y -pq, podemos extraer las fu nciones de onda 
convencionales mediante aplicación de las relaciones [2] 

(lO) 

(1 1) 

las cuales indican la manera como se suman las amplitudes de probabilidad en el espacio de 
fase con el fin de generar amplitudes de probabilidad en posición o en impulso, 
respectivamente. El principio de incertidumbre se cumple de manera automática puesto que 
las funciones Ij/ (q) y ili(p) están conectadas entre si por una transformada de Fourier. 

Las func iones Ij/(P , q ) y Ij/ (q,p), las cuales reciben el nombre de representación de 
estados coherentes o funciones de onda en el espacio de fase, se pueden determinar a partir 
del conocimiento de las representaciones de coordenadas y de impulsos. según las relaciones 

Ij/ (q , p ) = f~ w*(e¡', p) M(e¡') Ij/ (e¡' + q) de¡' , 

(12) 

Ij/Ifl , (j ) = f~ w(q, p') M(P') ~(p' + p ) dp' • 

(13) 

donde hemos introducido las funciones auxil" ares 

(14) 

M(P) =: ~- exp{ -t (p/Po)2 } , 
hr Po (1 5) 

conectadas entre si a través de una transformada de Fourier (tercerd gráfica de la Fig. l). 

3. Algunos ejemplos 

Con el fin de ganar en visualización fís ica sobre la formulación de la mecánica 
cuántica en el espacio de fase vamos a presentar ahora algunos ejemplos elementales. 

3.1. Estado de impulso bien definido 

Consideremos una partícula de un grado de libertad en un estado de impulso lineal 
bien definido, Ip'>; esto es, el sistema se encuentra en un estado que satisface la ecuación de 
valores propios 

pi p' > = p' I p' > . (1 6a) 
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obtengamos las funciones de onda correctas. El siguiente razonamiento sugiere el factor de 
fase que hemos indicado. Como el Hamiltoniano del oscilador armónico 

es simétrico (excepto por constantes) respecto a los operadores de posición e impulso, 
esperamos que las funciones de onda en representación de coordenadas y de impulsos tengan 
una forma similar. Pero como estas funciones se deducen por aplicación de las ecuaciones 
(la) y (11), entonces 'Pn(P' q) Y 'P,,(q, p) deben tener esencialmente la misma estructura. Por 
otrO lado, como en virtud de (8) se debe cumplir la relación 'Pn(q, p) = w(q, p) 'Pn(P, q), la 
función 'P,,(p , q) debe incluir un factor de fase w*(ql'2,p) con el fin de garantizar que al ser 
multiplicada por w(q, p) obtengamos como resultado un factor de fase w(q/2,p) para la 
función 'P,,(q, p) . Los factores de fase de las funciones -pq y -qp sólo se diferencian en una 
operación de complejo conjugado, garantizando así que las funciones 'P,,(p , q) Y 'Pn(q, p) 

tienen una estructura similar. Cualquier otra elección de factor de fase conduce a una 
asiméoia fisicamente inaceptable entre las funciones de onda del oscilador armónico. 

En las Figs.-2 graficamos la pane real y la parte imaginaria de las funciones 
'P,,(p ,q) para varios valores del número cuántico n. Debido a la existencia del factor M(p ,q) 

en la ecuación (19), las curvas tienen una forma gaussiana en las regiones del de fase 
donde alcanzan sus máximos valores. El corte que se observa en las superficies es solamente 
aparente, debido a r.lzones gráficas. . 

La estructura que se observa en 'P,,(p,q) es fácil de entender si tenemos en cuenta su 
paridad, 'P,,(-p. -q) = (-1)" 'Pn(P , q) , y si usamos el teorema binomial para descomponer la 
función en su pane real e imaginaria. 'Po(P ' q) es real y su componamiento está determinado 
por la raiz cuadrada de M(p.q ). La parte real de la función 'Pl(P. q ) se anula a lo largo de 
toda la línea q = O, mientras que su pane imaginaria se anula a lo largo del eje p = O. La 
estructura de la función 'P2(P, q ) es más complicada ya que su pane real está asociada con la 
función (qlqo)2 - mientras que su pane imaginaria depende de -q pltl. 

En este ejemplo hemos obtenido la función 'P,,(p ,q) por un método que no requiere el 
conocimiento previo de la representación de coordenadas o de impulsos: esto es, no hemos 
usado las ecuaciones (2 ) o (3). Esto nos permite someter a prueba las relaciones (11) Y 
(10), para generar por medio de ellas las funciones de onda V;n(P ) y 'Pn(q ) Y comparar el 
resultado con datos bien conocidos /31. Por ejemplo, para deducir usamos el teorema 
binomial en la fonna 

donde H,,(y) son polinomios de Hennite,la transformada integral [5] 

exp(-iyx) exp(-t x:!) Hm(x) dx= {2;; (-i)m exp(-t y2) Hm(y) , 

(23) 

(24) 

9 



'Po (p. q) 

.1 

Re('>j (p. q» lm(~ (p. q» 

Re(<p~lP . q» lm(<R.!(P . q» 

Fig.2. Primeros estados del oscilador armónico en reprcscnlación-pq. 
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y la relación [6) 
n r (n) Hn -".('l2 a) H",('l2 p ) ., 2''/2 Hn(a + P ). 

".-0 m (25) 

Esto es, con ayuda de las relaciones anteriores, aplicamos (11) Y obtenemos la función de 
onda en representación de impulsos: 
_ (-i)n-
'Pn (P) - .,-;::¡;-¡ M(P) Hn(Plpo)' 

,2n n! (26) 

Un procedimiento completamente similar, aplicando (lO), conduce a la función de onda en 
representación de coordenadas: 

'Pn (q) -~ M(q) Hn( qlqo)' 
,2n n! (27) 

4. Conclusión 

La posición y el impulso de una panícula son variables canonicamente conjugadas, en 
el sentido de que-obedecen la relación de conmutación [l¡, p] = ih "I, la cual da origen al 
principio de incenidumbre de Heisenberg. Esto significa que es imposil.lle encontrar el 
sistema físico en un estado descrito por una función lJi (p, q) = 6(q - q) 6(p - p' ) construida 
como el producto de dos funciones delta de Dirac, una en posición y orra en impulso. En 
orras palabras, un punto (q, p) del espació de fase no puede representar un estado mecánico-
cuántico, fisicamente realizable. f 

El hecho anterior se manifiesta en la estructura de las funciones de onda-qp y -pq que 
hemos dado como ejemplos. Las funcione s auxiliares M(q) y M(P) están ligadas enrre si a 
rravés de la relación qo Po '" h, determinando por lo tanto el grado de precisión con el cual 
podemos ubicar la panícula tanto en posición como en impulso. El significado de las 
funciones de onda-pq y -qp se manifiesta a través de la siguiente interpretación física , la cual 
es consistente con el principio de incertidumbre de Heisenberg: 

11jt(p, q) 12 = I Ijt(q, p)12 

= Probabilidad de encontrar el sistema físico en el estado coherente Ip, q> 
= Probabilidad de encontrar el sistema físico en un estado mecánico-cuántico 

tal que los valores esperad.os de posición e impulso sean q y p, 
respectivamente. 

Después del trabajo de Glauber [1) en óptica cuántica, el concepto de estados 
coherentes y sus generalizaciones .ha sido invesf gada de manera amplia por diferentes 
autores. Para una discusión sobre el tema referimos al lector a los trabajos de Klauder y 
Skagerstam (7) y de Zhang et al (8), y las referencias allí citadas. 
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