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Introduccon

En este trabajo se haga uso del formalismo termodiramico ([L5]) a trawes de la
teora ergpdica para calcular la dimenson de Hausdor de conjuntos de Julia
Jmc relacionados a la familia de polinomiosPy.c : z 7! z™ + c gracias a la
brmula de Bowen ([6]). Resultado que en principio permita el alculo solo para
paametros ¢ que hacan de (Jm:c ; Pm:c) Un sistema hiperiolico, pero en trabajos
de Aaronson, Denker y M. Urbanski ([1, 5, 8]) se puede ver como aplicarla
cuando el conjunto de Julia posee un punto jo paralplico. La forma explcita
de la brmula y el comportamiento de las ga ca hacia pensar en elproblema de
la continuidad de la funcon d: ¢ 7! dimyJm.c cuando el paametro ¢ variaba
continuamente pasando de un sistemalm.c ; Pm:c ) hipertolico a uno paralolico.

1
Para ser nas exactos, en nuestro caso, cuandn? R tiende a % m11 % :
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c=0;2 c=0:;25
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Figura 1: Estas g cas muestran (en negro) el interior de los cajuntos K ,.c en
cadac. Para c = 0;25001,J,.c. = K, Yy es totalmente disconexo (conjunto de
Cantor), contrario a los demnas.

Para el casom = 2, Bodart y Zinsmeister ([4]) muestran que d(c) es continua
por izquierda y gracias al trabajo de Lavaurs (].1]) y Douady ([9]), en [10] se
muestra que no es continua por derecha, incluso para cierta pentbacon > 0
no hay continuidad como conjunto, es decid,.;-4+ No converge al,.1-4 cuando
I 0 en el sentido de la distancia de Hausdor . En cambio, por izquierda Il
conjuntos de Julia varan de forma continua por movimiento holomorfo ([13]).

Nuestra intencon en este trabajo es mostrar que para el casan > 2 la
funcon dtamben es discontinua por derecha. Lo haremos siguiendo el dagollo
que se uo para demostrar el casm = 2.

En el primer captulo haremos un recorrido apido por de niciones y resul-
tados que nos proporciona@an las herramientas kasicas (pero ecesarias) para
afrontar el problema. En el captulo 2 adaptamos al casom > 2 los resultados
que se exponen enlf] para el casom = 2. El captulo 3 muestra un poco
del magn co trabajo de Lavaurs y Douady sin el cual el captulo 4 no tendra
fundamento.

La motivacon principal de este trabajo es [1(], un artculo en el que Douady,
Sentenac y Zinsmeister hacen para el casuo = 2 el tratamiento que intentamos
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extender param > 2 en el captulo 4. Despies de leer [0] se puede notar que
gran parte de lo expuesto depende de lo que mostramos en los capbs 2 y 3,
y es independiente del grado del polinomio.

Vamos a resumir en el siguiente teorema lo que sela nuestra metala largo
del trabajo.

Teorema 1 (Resultado principal).
a)Si ,! O0enR* amodo que( :p_n) nod 1 tiende a 2 R=
entoncesdimy J ! dimy Jo. .

b) La funcon 7! dimy Jo. es continuaen vy paratodo 2  tenemos,

bl) dImH Jo < d|mH Jo; ,
b2) dimy Jo. < 2.



capTuLo 1

Conceptos Basicos

En este captulo haremos una descripcon de resultados y de nicimes que en
su mayora son chsicos de la diramica holomorfa (en la primera secon) y
teora ergpdica (en la segunda). Muchos resultados no se demtrairan, as que
se recomienda ver ], [14] y [17]; en ocasiones se daga una referencia exacta
de donde pueden ser encontrados. Cabe notar que algunas de la®medades
enunciadas para polinomios en la primera seccon son \alidas para fuciones
racionales y en algunos casos analticas.

1.1. Fundamentos de Iteracon
SeaPn,. : C! C el polinomio de gradom 2,
Pmc(z)= 2™+ c; conc2 C

notaremos por Pn'ﬁ;C su iterado kesimo. Un punto zo 2 C se dice jo si
Pm:c (z0) = zo. El rumero = Prﬂ;c (z0) se llama multiplicador de Py, en
Zp. Clasi camos los puntos jos de acuerdo a la norma de , de la siguiente
forma:

Atractor: j j< 1.(Si =0, decimos que es un punto jo superatractor).
Repulsor:j j> 1.
Paralplico: j j=1, " =1 paraalgin entero n,y P7.. no es la identidad.
Irracional indiferente: j j=1y " 6 1 para todo entero n.

El innito es un punto jo Pmc(l) = 1, pero es un caso especial. Su

multiplicador no es el Imite de su derivada en in nito, sino el recpro co de este
rumero, es decir, es un superatractor ( = 0).
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Un punto x 2 C se diceperodico de perodo k, siPX..(x) = xy Pl..(X) 6 x
para 0<i<k . Suciclo expandido es = fXg;X1;:::; Xk 10, conx; = P,in;c ().
En este caso, se consideraxaun punto jo de Pn'ﬁ;C y con esto, su multiplicador
por regla de la cadena es:

= P (X0)Po.c (X1) 111P9.c (Xk 1)

Un punto crtico de Ppm.c, €s un punto en el que su derivad@,?m se anula. Para
nuestro casoz = 0 es elunico punto crtico de Pp.c:

De nicon 1.1. SeaC(R) el conjunto de puntos crticos de una aplicacon racio-
nal R. Llamamos conjunto poscrtico de R al conjunto P(R) = [ n> oR"(C(R)).
ParaR = Py, tenemos queP (Pm;c) = [ n> 0P (0).

Para un punto jo atractor zg, sij j < < 1, tenemos quejPmc(z)  Zoj
jz  zoj en vecindades pequenas d&. EntoncesjPp.. (z)  zoj "iz  zoj,
con esto, los iterados de puntos cercanosz convergen ael.

De nicon 1.2. De nimos cuenca de atraccon de zg, como el conjunto de los
z tales que Py (z) esh de nido para todo ny Pf.(z) ! 2. Notamos aeste
conjunto por A(zp). La componente conexa dé\(zp) que contienezg la llamamos
cuenca inmediata de atraccon y la notamos A (zo).

De nicon 1.3. De nimos el conjunto de Julia lleno K .c = K (Pm:c) como el
conjunto de todos losz 2 C, para los cuales la secuencia de nida por induccon
por zp = Z, Zn+1 = Pmc(zn), @ la que llamaremo®rbita uorbita positiva de  z,

no converge a in nito.

De nicon 1.4. El conjunto de Julia de Pmc, Jmec = J(Pm:c), €s la frontera
de K m;C -

Figura 1.1: Ejemplos de conjuntos de Julia (en blanco).

De nicon 1.5. EI_conjunto de Fatou de P, Fmc = F (Pm:c), Se de ne como
Fme = F(Pmec)= CnIme:

Para las demostraciones de los siguientes enunciados, se puede[vgio [14].
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Lema 1.6 (El Conjunto de Julia Lleno). Para cualquier polinomio de gra-

do mayor o igual a2, su conjunto de Julia lleno K C es compacto, con
complemento conexo, con interior igual a todas las componéss U acotadas del

conjunto de Fatou. Es decir, K es igual a la unon de todas las componentes
de Fatou acotadas, junto conJ. Cualquier componenteU es necesariamente,
simplemente conexa.

Teorema 1.7. Seaf un polinomio de gradom 2. Si el conjunto de Julia lleno
K contiene todos los puntos crticos nitos de f, entoncesK y J son conexos y
el complemento deK es isomorfo al exterior del disco unitario cerradoD bajo
el isomor smo

:CnK! CnD

que conjugaCnK con la mesima potencia! 7! ! ™. Por otro lado, si al menos
un punto crtico nito de f pertenece aCnK, entoncesK y J son disconexos. Si
todos los puntos crticos d€ pertenecen aCnK , entoncesK y J son totalmente
disconexos.

Teorema 1.8. EIl conjunto de Julia es la clausura de los puntos perodicos
repulsores.

Teorema 1.9. SeaU abierto, y suponga quelm.c \ U 6 ?. Entonces hay un
entero N tal que Pl (Jme \ U) = Jmec.

1.1.1. Puntos Fijos Paralwlicos

Consideremost comof (z) = z + apz?+ azz®+ :::, con una raiz gesima de
la unidad. Tenemos que el polinomiof tiene un punto jo paratolico en cero.
Para el caso =1, factorizando y considerandoa 6 0, llegamos a

f(z)= z(1+ az" + O(z"*1)):

Sin 1, el enteron + 1 es llamado la multiplicidad del punto jo. Hay un

total de 2n vectores enT,C, dados pornav) = ( 1) conj =0;:::;2n 1.
Paraj par se denominanvectores repulsoresy paraj impar vectores atractores
Decimos que unaorbita zg 7! z; = f (z9) 7! z« = TX%(z0) 7! ::: converge a
cero de manera no trivial, siz ! 0 cuandok!1 , peroz 6 0 para todo k.
Lema 1.10. Siunaorbita f :z5 7! z1 converge a cero de manera no trivial,
entoncesz, es asinbtica a vj = k cuandgok ! +1 para uno de losn vectores
atractores v;j . Es decir, el Imite Im i1 kzx existe y es igual a uno de log
conj impar. De la misma forma sif *:z97! 29 onverge a cero de manera
no trivial bajo f 1, entoncesz? es asinbtica a vj= k cuandok ! +1 para
uno de losn vectores repulsoresvj. Es decir, el limite Im i1 Ez,? existe y

es igual a uno de los/; conj par.

La demostracon de este resultado puede encontrarse eri{], mgina 105.
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De nicon 1.11. Seap'2 S un punto jo paratolico de multiplicidad n+1 2
para una aplicacon f que est denida y es univalente en alguna vecindad
N C, y seav; un vector atractor en B. Un conjunto P N sera llamado
fetalo atractor def para el vectorv; en p si:

a) f enva P en s mismo, y

b) unaorbita py 7! py 7! bajo f intersecta P siy ®lo si converge ap'en la
direccon v; .

De la misma formaP N %se llamaa petalo repulsor def para el vectorv; en

p, si paraf ! es unpetalo atractor .

Teorema 1.12. Si zp en un punto jo paratplico, entonces cada cuenca de
atraccon inmediata asociada a zp contiene un punto crtico.

Teorema 1.13. (Teorema de Linealizacon Paralolica ) Para cualquier
petalo atractor o repulsor P, hay unay, salvo por composicon por una transla-
con de C, olounaaplicacon :P ! C que satisface laeecuacbn funcional

de Abel

f@)=1+ (2);
para todoz2 P\ f 1(P).
De nicon 1.14. Llamamos a , Coordenada de Fatouen P.
Proposicon 1.15.  El polinomio

Pmc(z)= 2™ + c;

1

posee un punto jo parallico real en z = % m 1 con =1 cuando

1
1 m1 1
c= — 1 _
m m
Demostracon. Buscamos un punto jo real con multiplicador =1, es decir

Po.c(z)= mz™ =1 Paraz2 Relvalormz™ !esreal despejanda tenemos

_1 .
quez = % m 1 como buscamos un punto jo, evaluando tenemos

1 m
1 m 1 1 m 1
— = — + C;
m m
despejandoc tenemos el resultado. O

Nota 1. En la proposicon anterior, para el casom impar existe otro punto
1

1

jo real paratlolico con =1, a saber se encuentra erz = o " tysuc

1
correspondiente ex= 1 T 17
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Figura 1.2: Conjuntos de Julia llenos paraPm.. conm = 2 (izquierda), m = 3
(derecha) y con un punto jo paralolico real de multiplicador 1.

1.1.2. Puntos Fijos Superatractores

Teorema 1.16 (Teorema de Bdttcher). Suponga qué tiene un punto jo
super-atractor en zg,

f(z)= 20+ ag(z z0)% + ;8q60;, 9 2

entonces hay una aplicacon conforme = (z) de nida en una vecindad dezg
a una vecindad deO que conjugaf (z) con 9. La conjugacon esunica, salvo
multiplicacon por una (q 1)esima raz de la unidad.

Sif depende analticamente de un paametro tamben lo hace. Como se
mencioro anteriormente, in nito es un punto jo superatractor de Pp.c (y de
cualquier polinomio no constante), podemos aplicar el Teorema de ddtcher
reemplazando O porl . Luego tenemos quePn.. Sse conjuga a ™ cerca al
donde la conjugacon tiene la forma (z) = cz+ O(1). Por el Principio del
Modulo Maximo, la cuenca de atraccon de 1 , A(1 ), no posee componentes
acotadas, luego es conexa y con esf® (1 )=A(1).

Teorema 1.17. Si zp es un punto perodico atractor, entonces su cuenca in-
mediata de atraccon A (zp) contiene al menos un punto crtico.
Funcon de Green

La conjugacon (coodenada de Bettcher) obtenida en el Teorena 1.16 satisface
la ecuacon funcional

f@)= @%

gque nos permite extender analticamente hasta encontrar un punto crtico de
f . Pero, la ecuacon funcional

logj (f (2))j = qlogj (2)j;

nos permite extender log j a toda la cuenca de atracconA(1 )de 1 .
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De nicon 1.18. De nimos la Funcon de Green asociada al conjunto de Julia
lleno K de un polinomio nonico f de gradoq por G : C! [0;1 ), que es
icenticamente cero enK y toma el valor

G(z)=log j (2)j;

afuera deK . Adenas, G posee un polo erl y es arnonica afuera del conjunto
de Julia, cerca al tiene la forma G(z) = log jzj + o(1).
La curva G =constante > 0 enCn K se denominaequipotencialy la igualdad

G(f (2)) = 9G(2);

muestra quef enva un equipotencial en otro.

Figura 1.3: Algunos equipotenciales para 7! z> 0,8 0;1li.

Rayos externos

De nicon 1.19. Las trayectorias ortogonales
fzjarg( (z)) = constanteg;

a la familia de curvas equipotenciales dés son llamadasrayos externos para
K.

NotaremosR; CnK al rayo externo conangulo t, cont una fraccon de
un giro entero (t 2 R=Z). R; es la imagen inversa bajo del segmento de Inea
re2 conr> 1. Consideremos el Imite

(t)=Im_ L(re?'t ):

Cuando existe, decimos que el ray®; aterriza en el punto (t), que necesaria-
mente pertenece a el conjunto de Julia.
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Figura 1.4: Algunos equipotenciales y rayos externos para7! z2 0,8 0;1i.

Lema 1.20. Si el rayo R; aterriza en el punto (t) del conjunto de Julia,
entonces el rayoRq aterriza en el punto (qt) = f ( (t)).

Teorema 1.21. Paratodof con conjunto de Julia conexo, las cuatro condicio-
nes siguientes son equivalentes.

= Todo rayo externoR; aterriza en un punto (t) que depende continuamen-
te delangulo t.

= Su conjunto de Julia es localmente conexo.
= Su conjunto de Julia lleno es localmente conexo.

= La inversa de la coordenada de Bettcher 1:CnD! CnK se extiende
continuamente a la frontera @, y esta extenson enva cadae’™ 2 @ a
t)2J.

De nicon 1.22. La aplicacon de R=Z al conjunto de Julia (localmente
conexo)J seam llamado Lazo de Caratleodory.

1.1.3. Hiperbolicidad

De nicbn 1.23. Una funcon racional R es hiperlolica (en J) si existe una
metrica  (z)jdzj equivalente a la netrica eskrica en una vecindad deJ, con
respecto a la cualR es expansiva. SiL 2 J, esto signi ca

(R@IR@I A (2: z23;
para algn A> 1 jo.

Lema 1.24. Suponga quel 2 J. Entonces las siguientes armaciones son
equivalentes.

1. R es hipertlica en J:
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2. Existe una> 0y A> 1tal quej(R")§y aA" enJ paratodon 1.

3. Existem 1 tal quej(R™)j > 1 enJ, es decir, R es expansiva en] con
respecto a la netrica euclidiana.

Teorema 1.25. Una funcon racional R es hipertolica enJ si y ®lo si, cada
punto crtico pertenece a F y es atrado a un ciclo atractor.

1.1.4. Mandelbrot y Multibrot

De niremos a continuacon un conjunto de paametros c para la familia de
polinomios
Pmc(2)= 2™ + c:

Para cadam 2 jo, se obtenda un conjunto de tal complejidad que incluso
para m = 2 no ha sido completamente entendido.

Recordemos que la familiaPn.c posee ununico punto crtico en 0, entonces el
Teorema 1.7 implica que:

Teorema 1.26. SiPk.(0)!1 , entonces el conjunto de Julialm, es total-

mente disconexo. En caso c:ontrarioP,'T‘“c (0) es acotado y el conjunto de Julia
es conexo.

El teorema anterior nos permite de nir,

De nicon 1.27  (Multibrot) . El conjunto de valores dec para los cuales el
conjunto de Julia Jn.c es conexo ser llamado conjuntaMultibrot (lo notaremos
M ). Para el casom = 2 se le conoce comaonjunto de MandelbrotM .

Figura 1.5: Conjuntos (en negro)M (izquierda), M 3
derecha yM 4 en la siguiente mgina.
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Teorema 1.28. El conjunto Multibrot M ., es un conjunto cerrado y conexo
. e . 1 . .
del discofcjjcj 2™ 19, que intercepta el eje real en

" . #

para m par

S|

1 1 #
y en

3
-
S|

para m impar.

S|

Mas ain, CnM , es simplemente conexo W , consiste en losc tales que
jP.(0)j 27T, paratodok O.

Antes de demostrar el teorema, notemos algo interesante. Sag el Teorema
1.15y su nota (Nota 1), para el casom par el extremo derecho del corte dé
con el eje real consiste en umw para el cual Pmc posee un punto jo paratolico

con =1, para el casom impar sucede lo mismo y adicionalmente el extremo
izquierdo tambén lo cumple.

Demostracon. Sijcj > 27 T, veamos por induccbn que
jPEc(0) | ¢*; parak 1
= Parak=1; jg j ¢gX

= Hiptesis de induccon (H.I. ) jPX..(0)j j ¢.
Ahora veamos que

iPrc@j j d“)j Py (0 j g
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P (0)] =j(Pc O)™ + dj;
j Pnch(O)J j ¢; por desigualdad triangular,

CJmk

i j ¢j; usandoH.l. ;

j g™ j gt yaquejg“t j g
j Cjk+l (jcjmk k 1 1) SIjijk k 1 1 1,
j Cjk+l:

Luego tendramos que jPX.(0)j j ¢* y haciendok ! 1  vemos que
cZM . Solo faltando ver quejgj™ X 1 1 1, para esto,

o 1oomk kol oy 1
qukkl 2m 1 =2~ m

1 1

:2k m 1 22 mo1 2:

Ya que k 2, el casok = 1 fue considerado en el primer paso de la
induccon.

Supongamos ahora que}Pn'ﬁ;C 0)j = 2m T4+ > 2w T para algin k 1y que
ic Zﬁ de lo contrario no pertenecera aM ,, entonces

1

PXL©) (7 t+ )" 20T 2 1+2m;
P20 @7 T+2m )™ 2w 2w

+22m?

PRU©)) @7 T+2l ml L)m o ow's 2ntr42iml

Como 27 T +2iml 11 tenemos quec =2 M ,. Luego tenemos la ultima
a rmacon del teorema, de donde se concluye queM , es cerrado. Por el Prin-
cipio del Modulo Maximo, CnM , no tiene componentes acotadas; nM |, es
conexo, yM , es simplemente conexo.

Para ¢ > 0 el polinomio Ry (X) = xX™ X + ¢ es un desplazamiento verti-
cal hacia arriba de R, (x) = x™ X, ya seam par o impar. Tenemos que
P,',ﬁ;c (0) es siempre positivo y creciente; si no diverge, existia unxy tal que
Im i Prlr(uc (0) = Xo, lo que implica quePm;c (IM ki F)nkq;c (0)) = Pm (x) que
es igual a Imgiy P,'Yﬁ;"cl (0) = x, es decirxp es un punto jo de Py 0 lo que es
igual, una raz de Ry .
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El polinomio x™ x tieneracesen 0y 1 param pary Oy en 1 sim es impar,

el polinomio x™ x+ clas tenda en (0; 1) siempre y cuandoc no sea demasiado
grande, mejor aun si ¢ no supera en longitud el mnimo valor que puede tomar
x™ x conx > 0. Para encontrar ese valor usamos derivacbn como sigue:

1
R%;c (x) = mx™ 1 1, igualando a cero tenemos que = % m 1 (para el
caso impar hay dos soluciones). Tomando este punto en la funconneuentro el

mnimo 1

1 : 1
Rm;c

m 1 m 1

1 +c;

1 1 1
m m m

Tomando ¢ % T % 1 garantizo por lo menos una raz positiva que
sem notadar. De laigualdadr™ r+c=0obtengoquec c+r™ = r. Tenemos
entonces qugPm (0)j = ¢ r, sisuponemos que para algirk  1; Pn"q;c ©) r,
comoPX (0) = (PL,(0)™+c r™+c=r,luego es acotado }c2 M . La
simetra respecto al origen dex™ X para el casom impar me permite hallar
la cota parac < 0 usandox = L ™7 la raz que omitimos arriba.

Para el casom par y c < 0 procedemos de la siguiente forma, el iteradkesimo
de O, Pn"q;C (0), tienen la forma (Pn"q;cl(O))m + C que es mayor quec, con esto
an"q;c (0)g no puede escapar al . Para acotarlo por arriba si conramos con
quejc r, (siendor la raz positiva que existe por ser un desplazamiento hacia
abajo de lafuncon x™ x), cilmente veramos que jPn.c (0)j = j¢j r ysipara
algin k1 tenemos quejPX..(0)j r, esto implicara que (PX.(0)™ + ¢
rMm+c=res decirPn'ﬁjgl (0) r y por lo anterior c Pn"{gl (0),como c r
llegamos ajPk! (0)j .

Una forma de obtenerjcj r param pary c < 0, es usando el Teorema del
Valor Intermedio. Como ®lo hay una raz positiva, tengo que sijRm.c (j¢j)j O
entoncesjcj r, para esto:

Rme (id) = jd™ j i+ c=jd™ 2ig O implica quejg 27 7. O

Proposicon 1.29. Los conjuntos de Julia asociados a cada miembro de la
familia Pny.c tienen m-simetra en el plano complejo mientras que su conjunto
de conexidadM , exhibe una(m 1)-simetra.

Demostracon. Para ver la m-simetra del conjunto de Julia asociado aPm:,
basta con observar que
_ Koy.
Pmc (2) = Pmc (! “2);

donde! es una raz mesima de la unidad y k un entero. La igualdad se tiene
ya que
Pm;c(! kZ): (' kZ)m + Cc= Zm + C:

Ahora, sea! unaraz (m 1)esimade launidad. La (m 1)-simetrade M p,
se puede establecer de la siguiente forma

c2M n, !'%c2M , parak enterc;
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pero esto es lo mismo que
Pmc(0) 1, Pmi xc(0) 11
y se puede ver examinando los iterados d€p, «(0),
Pm;! kc(o) = kC; Pr%;! kc(o) = Pm;! kc(! kc);
P k(1 Q)= (1K™ + 1 ¥c=1K(c™ + ¢) = | *Prc (0);
Pas (10 = Py 1 ¥Pmc(9) = 1 ¥Pme(0) " + 1 ¥e

" = 1K (Pme ()™ + ©) = 1 P2, (0):

LuegoP2, (! ko) = 1 kP2 (c). SiPM, (! Kc) = 1 kPA. (c), aplicando Py «.

m;! kc m;! kc

a ambos lados llegamos a?rgj!lkc(! Ke)= Py ke ' ¥PR. (0 = 1XPR (0 "+

k= 1 kPAtt (c), hemos probadoP), (! ¥c) = ! ¥P.; (c) por induccon, esta
igualdad a su vez equivale &"*1, (0) = ! "Pn'};’[,l (0) que implica el resultado.

m;! kc

O

Figura 1.6: Conjuntos de Julia totalmente disconexos asociados a ¢tes valores
de c para P3¢ (izquierda) y Pa.c (derecha).

Podemos usar la Proposicon1.29 para extender la Proposcon 1.15 de la
siguiente forma.

Proposicon 1.30.  El polinomio

Pmc(z)= 2™ + ¢;

posee un punto jo paralico con multiplicador =1 enz =1k % m 1 donde
k2Zy! una(m 1)esima raiz primitiva de la unidad, cuando
L 1
c=1 k 1 1 i
m m
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Demostracon.

1.2. Entropa en Teora Ergdica

En lo que sigueX sem un espacio netrico compacto, A una algebra en X,
una medida de probabilidad en X y T una transformacon que preserva la
medida .

1.2.1. Entropa de una Medida Invariante

De nicbn 1.31. SeanP una particon de un espacio de probabilidad X; A; );
de nimos la entropa de P como:

X
H (P)= (P)log( (P)):
P2P

De nicon 1.32. SiT:X ! X esuna transformacon que preserva la medida
y P una particon de X de nimos la entropa h (T;P) de T con respecto aP
como

1 1 - ;
h(T;P)=Im “H ®P_T?wY_ _T"Y%)=Im Z=H T 'P:
nll n n!l n i=o
En [17] (mginas 275-278) se muestra que este Imite existe.

De nicon 1.33. La entropa h (T) de una transformacon T que preserva la
medida de un espacio de probabilidad X; A; ) es el supremo deh (T;P)
sobre todas las particiones nitas de ¥; A; ).

Proposicon 1.34.
. . — .Wn 1 ip -
a.Paran 1, h (T;P)=h T, ;T 'P:
b. SiA;B son dos particiones deX tales queA B (esto es,B es un re na-
miento de A), entoncesh (T;A) h (T;B):

La demostracon de esta Proposicon se puede ver enl] (mgina 178) o [18]
(mgina 89).
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Entropa de un Desplazamiento o \Shift"

SeaA = f0;:::;mg un alfabeto nito, consideremos X = AN con T el des-
plazamiento (o shift) en X. Un elementoa 2 X es una suceson (o palabra)
a=(gj)j oendondea 2 A paratodoj 2 N[f Og.

De nicon 1.35. De nimos el cilindro Xq:::x, de tamanon +1 como el con-
junto de todos los elementosa 2 X, cuyos primerosn +1 smbolos cumplen que

El espacio medible K; B) viene equipado con la ltracon natural ( B,,) donde
B, es la algebra generada por el conjuntoA, de cilindrosxg  X,.
Sea una probabilidad T-invariante en X . Para A,, por 1.31tenemos que

X
H (An) = (A)log( (A)):
A2A,

W )
Como A, = i”:Ol T 'Ag, se sigue de la De nicon 1.32que

1, Lt H (A
h (T;A))= Im =H T 'Ag = 1Im M;
n'l n . n! n
i=0
Por la Proposicon 1.34, h (T;Ag) = h (T;Ak), paratodo k 1. La de nicon
1.33implica que h (T;Ao9) h (T)y para toda particon P de X existe un Ay
(para un n su cientemente grande) tal queP  A,, entonces

H (An)
n

h (T)= ,Iﬁ'f
Estas de niciones son las mismas en el caso de un \sub-shift" y en sas parti-

cularesh puede ser hallado fcilmente. Una pequefa descripcon de estaaso
puede verse enl9], mgina 32.

1.2.2. Entropa Topobgica y Preson

De nicbn 1.36. Sea (x) una funcon continua en X . Paran 0, de nimos
K 1
Sh = T
k=0
Para un conjunto C X 'y una funcon continua en X de nimos
c =supf (x)jx2 Cg:
De nicon 1.37. Dado un cubrimiento de X de nimos la preson de con
respecto al cubrimiento como:
1 X
P(; )= Im Zlog nf es (V).
n'l n U n
u2u
donde "= T (™ D: yelnmo estomado sobre todos los subcubri-

mientos nitos U de M.
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De nicon 1.38. La preson P(;T ) de con respecto aT es el supremo de
los valores deP(; ) sobre todos los cubrimientos abiertos deX. Cuando no
haya riesgo de confuson, notaremo® (;T )= P( ).

De nicon 1.39. La entropa topobgica htep (T) es de nida como la preson
de 0.
Teorema 1.40 (Principio Variacional). La entropa topobgica y la preson
estn relacionadas de la siguiente forma,

z

P(;T)=sup h (T)+ d para 2M(XT) ;
X
con M (X;T) en conjunto de probabilidadesT invariantes. Este supremo se al-
canza para al menos una medida ergpdica e (X; T ).
Para una demostracon de este teorema consultar 1[8] mgina 218 o [19)
mgina 31.
Presdon de un Desplazamiento o \Shift"

De nicon 1.41. Para continua en X y C un cilindro, de nimos preson de
por

1 X
P()=1Im Z=log glSn e
n! n
C2A,

Para justi car esta de nicon, veamos que por la De nicon 1.37
1 X
P(;A1)=Im Z=log nf eSn (V)
n!'l n U A,
u2u

Notando que A, es un cubrimiento nito e irreducible, tenemos el resultado.

1.3. Medidas de Gibbs y Estados de Equilibrio

Los resultados que se exponen a continuacbon pueden ser consatios en 9.

equipado con la ultranetrica
d(X,y):2 nf fi 0] Xiﬁyig; (11)

y T el desplazamiento enX .
SeaC(X) el espacio de funciones continuas eX , de hecho son uniforme-
mente continuas. Podemos de nir paraf 2 C(X)y k 0

Le(f)=supfif(x) f(y)i dxy) 2% ‘g
a modo quef 2 C(X) es equivalente a la condicon

| =0:
Im 1(f)=0:
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De nimos tamben By(X) como el espacio de funciones eh 2 C(X) para los
cuales

R
ifiiso = te(f)+jifjja < +1;
k=0
es fcil ver que By es un espacio de Banach.

De nicon 1.42. Sea una funcon continua de valor real. De nimos el ope-
rador L en C(X), llamado operador de Ruellg para todaf 2 C(X) por

X X _
L (F)(x) = e Wiy)= e ®If(x):
y2T 1(x) j2A
Para cadan 1, tenemos que
X
L™ (f)(x) = > Wt (y);
y2T "(x)

dondeS, = + T+ + T ™
Notamos conL al operador adjunto de nido en el espacio de medidas en
X equipado con la topologa cebil. Tomemos 2 Bo(X)

Teorema 1.43 (Perron-Frobenius-Ruelle). Usando las de niciones anteriores
y enBg(X) tenemos que

(PFR1) existe un valor propio > 0del y un vector propio asociadoh > 0

en C(X),

(PFR2) hay unaunica medida de probabilidad en X tal quelL ( ) = y
para cada funcon REN C(>I§2), la suceson "L"( ) converge unifor-
memente enX ah d= hd ,y

(PFR3) la preson topobgica de  eslog = P( ).

De nicon 1.44. Sea 2 C(X). Una medida de probabilidad se llama
medida de Gibbscon respecto a si existenA;B > 0y C 2 R tal que

(Xo  Xn)

8x2X; 8n 0, A =S () on

B:
Teorema 1.45. Sea 2 Bo(X),y h; y como en el Teorema de Perron-
Frobenius-Ruelle. Entonces tenemos que = €”( ),y = h es launica medida
invariante para la cual

z

P()=h (T)+ d:
X
De nicdn 1.46. Una medida de equilibrig para el potencial es una medida
invariante  que satisfaceP( )= h (T)+ d

Nota 2. La medida es una medida de Gibbs con respecto a para la cual el
coe ciente C esigual a log :

X



CAPITULO 2

Dimensbn de Hausdor de J

El contenido de este captulo se puede consultar con nas detalle re [19)], y
serm usado a lo largo de este trabajo, ya que gracias ael podersocalcular la
dimenson de Hausdor del conjunto de Julia de una funcon que cumpla las
condiciones necesarias.

2.1. Repulsores Conformes

Seaf una funcon holomorfa de un abierto V de C en C y J un subconjunto
compacto deV.

De nicon 2.1. La terna (J; V;f) es unrepulsor conforme si

(R1) existeunC >0y > 1talquej(f")j C "paratodoz2Jyn 1.
(R2) f (V) es relativamente compacto enV conJ =\, 1f "(V);y

(R3) paratodo abierto U conU\ J 6 ?, existeunn > OtalqueJ f"(U\ J):

Una propiedad importante que posee un repulsor conforme es el @gistencia
de una particon de Markov (con un dametro arbitrariamente pequeno). Esta
propiedad nos permite identi car la diramica de f enJ con la de un despla-
zamiento sobre un conjunto de palabras in nitas construidas con un alfabeto
nito.

De nicon 2.2. Una particon de Markov de J es un cubrimiento nito de J
por conjuntos R;; 1 j Kk que satisface las siguientes condiciones.

(M1) Cada conjunto R; es la clausura de su interiorR; = int R;.

20
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(M2) int Ri\ intR; = ? sii6j.
(M3) Six2intR; yf(x) 2int R;, entoncesR; f(R;):

(M4) Cada restriccon f jr; es inyectiva.

2.2. Formula de Bowen

En esta seccon hacemos uso ddbrmalismo termodiramico y de la brmula de
Bowen ([6]) para calcular la dimensbon de Hausdor de un repulsor conforme.

Para el alculo de esta dimensbn sean necesarios los siguientagsultados cuyas
demostraciones pueden consultarse en §](mgina 52).

Teorema 2.3 (Koebe). Existe una constanteC > O tal que si es cualquier

funcon holomorfa inyectiva en B(a;r) entonces8x;y 2 B a;§ ,

c i Ya)i j (>.() .(Y)J' ci Yai:
i 1a)] “x 3y G (a)j

Proposicon 2.4. Sea = (logjf 9)j; . Existe una constanteC > 0 tal que
para cada cilindro xp:::Xn y cadax 2 Xg:::Xn, tenemos

C 5 (X diam(xp:::x,) CeSn(X:

, P
dondeS, es la suma de Birkho [  fk.
Esta proposicon implica que los dametros de los cilindros decrecen xpo-
nencialmente dando como resultado el siguiente corolario.

Corolario 2.5. En las mismas condiciones que la proposicon anterior, telemos
que es Helder continua en el conjuntoX (M) de palabras admisibles equipado
con la distancia ultrarretrica.

Para la demostracon, es necesario el siguiente resultado.

Proposicon 2.6. Seanx;y 2 X (M) con distancia ultranetrica d(x;y) <
tenemos quejx yj < 9 Es decir, si dos palabras son cercanas eiX (M)
tamben son cercanas como elementos dé.

Demostracon. Para ver esto recordemos primero que parx;y 2 X (M), su
distancia ultranetrica es dada por (1.1). Supongamos ahora quel(x;y) =2 " <
, esto implica quex; = y; parai = 0;:::;n 1 es decirx;y 2 Xo:::Xn 1
(notando con x;y los elementos en] asociados a las palabrag;y en X (M)),



CAP ITULO 2. DIMENSI ON DE HAUSDORFF DE J 22

luego
jx yj diam(xo:::xn 1) € (¥ Proposicon 2.4;
D¢ 1
Sh1(Xx)= fX(x) = log jf 0COGf XF (x)j:z:jf O M 2(x) j
k=0
eSn 10X = 1

= JTOOORT AT GO O T 20)
e 1(X) = (f "1(z))0: lamandoz = f" %(x):

Usando ahora la propiedad (R1) tenemos que(f "*1(z))° 1=(C " ). Co-

mo > 1, existe una constante positiva tal que 2 o< y con esto
(f "1 (2)° < éz n=20 O

Demostracon. (Corolario). Supongamos nuevamente qua =nf fi  0j x; 6
Yig, tenemos que ver que existe una constante arbitraria> 0 tal que para todo
X;y 2 X(M) se cumple

() (yi c2 "

Al igual que en la demostracon de la proposicon anterior, no haremos distincon
entre los elementos de& y las palabras que los representan eX (M ). As mismo
todas las constantes de acotacon se notaran co@. Tenemos,

(X)) (y)i=jlogjf )j logjf Ay)ii;
i FA¥)i | fAY)ii; yaque logjf § es Lipschitz,
i T9%%) fYy)j paraf® x y y como en el Teorema2.3;
Cif Qa)jix i
Cdiam(xg:::Xp 1) C2 "; igual que en la Proposicon2.6
O

Ahora, vamos a aplicar el formalismo termodiramico a esta situactn, consi-
deremos la funcon (t) = P(t) con P como en la De nicon 1.38 como se
mencioro en la De nicon 1.39parat =0, coincide con la entropa topobgica
def que es positiva por las consideraciones hechas erff(maginas 32-33). Por
la condicon (R1), tenemos que S, es negativo para n grande, luego es no
creciente y

1 X o )
Zlog gl(Sn) c log (m+1)"e t0gif%De K tlogjf o
c2A,
K tlog:

Notando Pn() = 2 log P can, €G) e comoPy() K tlog , puedo
tomar Imite cuando n!1 aambosladosyllegara (t) K tlog ,loque
implica que Im¢;; (t) = 1 y con esto existe ununico realt > 0 para el
cual (t)=0.
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De nicon 2.7  (dimenson de Hausdor ) . Si E es un Boreleano erR", de ni-
mos sudimenson de Hausdor por

dimy(E)=nf f > Otalesque (E)=0g;

con
(E)=Im ~ (E);

R
E)= nf diam(B;)) ;
©)= 3, (@am@)
tomando el n mo sobre todos los cubrimientos (B;) de E por bolas de radio
menor que > 0.

Teorema 2.8 (Bowen|[6]). La dimenson de Hausdor de J es elunico real
positivo t para el cual (t)=0:

Demostracon. Sead este real, y sean; > 0. Por la Proposicon 2.4 tenemos
que para unn su cientemente grande todos los cilindros de tamanm en J
tendan dametro menor que , luego
X X
(J) diam (xo::: Xn) Ke (Sn) e KeMPn() .
cilindros cilindro C

En la primera desigualdad usamos la Pﬁpposic'onZA llamando K a la constan-
te y en la siguiente quenPn( )= N Gingo c € S") ¢ donde (Sn) ¢ =
sup,cfSh ( X)g. ComoP,( )tiendea P( )cuando ntiende a+1 ,tenemos
que (J)=0cuando >d, con estodimy(J) d.
Veamos ahora que dim (J) d. Para esto, sea una medida de equilibrio
parad (el Teorema 1.40garantiza su existencia), entonces
z

0=P@d)= h(T)+d d;
X

esta medida es de Gibbs (not&) luego por De nicon 1.44y Teoremal.43
8x2X; 81 0, (Xo Xn) BeS(@:
como = logjfY;, llegamos a
(xo Xn) BeS @ Bif%¥0 (f):::f0 (f" Hj 4= BjEMY ¢
(xo  xn) Bj(fMY ()

Por otro lado, seac su cientemente pequefo,r positivo y menor que 1, yn el
mayor entero para el cualrj(f ")qx)j c. Entonces para alginc, 0 tenemos
que ¢ rj(f MAx)j ¢, puedo tomar las mismas constantes y ¢y para
todo x por compacidad deJ y si tomo un radio nas pequeno, puedo ajustar
la desigualdad tomando unn mayor. Consideremos la bolaB(x;r), para uny
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cercano ax (Teorema 2.3) tenemos quejf "(x) f"(y)j < ¢, luego podemos
escribir X
(B(x;r)) (C);

C2E
donde E es el conjunto de cilindros de ordem + 1 que intersectan aB(X;r).
Usando () tenemos que (C) Kr 9 dondeK no depende dex.

Solo basta mostrar que hay unM independiente dex;n;r tal que E tiene
menos deM elementos. Para esto construimos vecindadas(k) para los cilindros
de orden uno, a modo quev (k)\ V(j) 6 0 siy solosiJc\ J; 60, esto induce
vecindadesV (Xg :::Xn) en cada cilindro. LlamemosM al rumero naximo de
V (k) que contienen un punto en conun; tenemos que para um dado, no nas
deM de losV(Xp:::Xn) pueden tener un punto en conun. Hemos obtenido que

(B(x;r)) Cr

y la demostracon es consecuencia del siguiente resultado debidoRiostmann.

Proposicon 2.9. SeaE un boreliano en R". Suponga que existe urC y
positivos, y una medida de probabilidad erE tal que para todox 2 E y todo
r> 0, tenemos (B(x;r)\ E) Cr . Entoncesdimy (E)

Su demostracon se puede consultar enl[J] mgina 78. O

2.3. Componentes Hipertlicas Principales

A continuacon impondremos condiciones sobre el paametroc que haan de
(Im:c s Ve s Pm:c) un repulsor conforme. Queremos que nuestra terna cumpla
(R1), (R2) y (R3).

(R1) El polinomio Ppy.. posee ununico punto crtico en 0. Parac 2 M
tenemos que @ A(1 ). Sic2 M , y cumple que

c= - 1 - conj j< 1 (2.1)
entoncesPm . tiene un punto jo atractor que seml llamado z;. Tenemos
gue Pm.c es un polinomio hipertolico (por Teorema1.25 ya que la cuen-
ca inmediata de atraccon A (zp) debe tener un punto crtico (Teorema

1.17). En ambos caso,. es hipertolico y se cumple la propiedad como
resultado del Lemal.24

La gaca de (2.1) en el planoc cuando m = 2 es una curva cardioide
que limita la componente hipertolica llamada cardioide principal. Para
grados mayores 2.1) de ne la frontera de lo que llamaremoscomponen-
te hiperlolica principal . Para todo m 2, la componente es un abierto
conexo.
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(R2) El conjunto Vn,.c sea construido tomando primero W una vecindad aco-
tada de J.c . Por serPp.c hipermlico en Jy.c por Lemal.24existeA> 1
tal que, para la netrica hipertolica,

i) A X2 JIme:

Sea > 0 sucientemente pequefo a modo que, notando la netrica
hipertolica en U = Cn P (con P el conjunto poscrtico, De nicon 1.1)
hacemos

N =fz2Wj (z;Ime) < 0

este conjunto es disjunto dePn,c (CnW). Entonces Pm;}: (N ) es contenido
enW, es nas tenemos queP,, i (N) N-, N .HacemosVp. = N .

(R3) Es consecuencia del Teorema.9.
Ya que se cumplen estas propiedades, podemos usar la seccon ambr.

Teorema 2.10. Si dn(c) denota la dimenson de Hausdor de Jm., entonces
la funcon dp es analtica real en las componentes hipertolicas princpales.

Demostracon. Como Py, es expansiva endy. tenemos quedm () es dada
por P( dm(c)logjPS.j) =0 (Teorema 2.8). Usando mc =( mc) *con mec
como en el Teorema de Bettcherl.16 podemos escribir esta brmula en el crculo
unidad equipado con la aplicaconz 7! z™ (o enf0;1;:::;m 1gN con el
desplazamiento),

P( dm(9)logjm( mc)™ ') =0:

El resultado se tiene ya que . es holomorfa enc, logjm( mc)™ ?j es Helder
continua en el crculo si c est en la componente hiperholica principal y la preson
es analtica en espacios Helder. O

Nota 3. Este resultado es\alido en el complemento del Multibrot o en cualgiera
de sus componentes hiperhplicas.

La brmula obtenida en este captulo para el alculo de la dimensbn de
Hausdor esutil para el aralisis teorico, pero en principio difcil de usar pa-
ra obtener valores nunericos. En [L9] mginas 60-68 se hacen consideraciones
nunericas, aparece una relacon importante entre la dimenson, la entropa y
los exponentes de Lyapongvconocida como labrmula de Manning, y tamben
podemos encontrar un estimativo debido a Ruelle para el casp 7! z2 + ¢ con
¢ en vecindades de 0. Un algoritmo nas detallado con aralisis de erroen el
estimativo de Ruelle puede ser consultado en].



CAPTULO 3

Implosbn Paralnlica

Para nuestro aralisis es necesario hablar en primer lugar de las codenadas de
Fatou de nidas en el Teoremal.13 para la familia P, . De ahora en adelante
nos centramos en los valores establecidos en la Proposiconl.15 Para poder
aplicar los resultados de la seccoril.1.1tenemos que escribilPy.c en su serie de
potencias alrededor del origen. Esto nos permitia saber el runero de petalos
atractores y repulsores (De nicon 1.11), y con ello el rumero de coordenadas
de Fatou. . .

Seana= ™ Amm 1; b= L ™ T; T (z)=z+ yh(z)= az. Tenemos
que

fme =(Tp h 1) ! Pme (Tp h 1);

donde fnc(z) = z+ 22 + + aiL como T y h son una translacon por
y una multiplicacon por un rumero positivo, la diramica de Pn.c Yy fmc €S
kasicamente la misma. Es claro que ,,,c posee un punto jo paralolicoenz =0
con multiplicador =1y ununico punto crticoen z= 17"‘
Los teoremas y de niciones ya citados nos dicen quen.c posee un petalo
atractor y uno repulsor junto con dos coordenadas de Fatou, ua asociada a

cada petalo.

Nota 4. Para simpli car notacon de ahora en adelante el subndice m;c sea
cambiado simplemente porm. No hay riesgo de confuson ya que para cadan
nos restringimos a ununico ¢, a saber el mencionado en el Proposicori.15 Y
cuandom sea omitido nos referiremos an = 2.

Lema 3.1. Para f, existen regionesV,} y V,, tales que:
(@) fm es inyectiva enVy y V,, .

©) fm(Vn) Vi Yfm(Vm) Vi

26
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Demostracon. SeaV,; = B 0,21 yV, =B 0;1,™ . Hacemos el cambio

de variable Z = % que transformaf, (z) en

zm 2+ am _
zZm 1 Zm 2.4 +am’

Fm(Z)= Z+1+

conay, =( 1™ lat ™,
Vin Vin

A suvez, los discod/; y V., setransformanenU; = Z =X +iYj X< A

1 m
yU,= Z=X+iYjX> ﬁ respectivamente. EnU;, [ U,, la aplicacon
Fmn se comporta casi como una translacorZ 7! Z +1 para jlm Zj >> 1. Luego
Fm esinyectivayFn(Ur) Uy Fn(U,) U,. O

La demostracon del siguiente teorema se puede ver en {], [9](mgina 118) o
en 20(mgina 11) (donde se demuestra de dos formas), de hecho estsecuencia
directa del Teoremal.13 ([14](mgina 114)).

Una regon en C es unaregon por izquierda (rep. por derechg si es de la
formafz = x+iyjx<h (y)g (resp.x>h (y)), dondeh: R ! R es una funcon
continua.

Teorema 3.2. Se pueden hallar aplicaciones holomorfas}, : V. ! Cy
m- Vg, ! Ctales que:

(@ & (V) es unaregon por izquierday ,(V,,) es una regon por derecha,

(b) HEm@)= L@ +1sizyfn(z) pertenecen aVy.Y (fm(2) =
m@+1lsiz2V,.
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Llamamos a , v ., coordenadas de Fatou. Sonunicas salvo por una constante
aditiva.

Nota 5. Las aplicaciones }, y .,V los conjuntosV,: yV,, dependen dem pero
el tratamiento que haremos es independiente del grado as quek escribiremos
+ , , V+ y V

Proposicon 3.3 (Extensbn de las Coordenadas de Fatou).

(a) La coordenada de Fatou atractora :V | C puede ser extendida a una
aplicacon holomorfa " int Km ! C satisfaciendo

"fm(2)= "(2)+1;
para todoz 2 int K,

(b) Lainversa *: *(V*)! V7 delacoordenada repulsora de Fatou, puede
ser extendida a una aplicacon " :C1  C satisfaciendo

"z+1)= (" (2)
para todo z 2 C.

Demostracon. (a) Para z 2 int K, tenemos quef 1 (z) 2 V  paran su cien-

temente grande. Hacemos' (2) = (fn(2)) n,estonodepende da, ya
que paran+1 tenemos que (fi*1(z)) n 1= (fP(2)) n porque
satisface (fm(2)) = (z)+1enV

(b) Para z 2 C, tenemosz n 2 U* paran sucientemente grande. Hacemos
luego “*(z) = fN( *(z n)), esto no depende den porque f ( *(2)) =
*(z+1)en U*.
O

3.1. Persistencia de las Coordenadas de Fatou

Vamos a estudiar ahora la aplicacbnfm, (z) = z+ 22+ + Z -+ con > 0,
es decir, una perturbacon def,. Es claro quez = 0 ya no es un punto jo
(fm: (0) = )y como tenemos un polinomio de gradan no podemos hallar los
m (contando multiplicidades) puntos jos de una manera fcil; pero por suerte
podemos hacer el siguiente aralisis.

SeanRm(z) = 22+ + 21y Rm; su perturbacon. Vamos a usar el
Teorema de Roucle (ver P] mgina 153) para estimar el umero de races de
Rm: (puntos jos de f,. ) en unaregon, para esto usaremBS la funconR (z) =
z2+ (m=2),cuyasracesR (z)= z2+ =0sonz= i .

Luegof tiene dos puntos jos conjugados, ahora por el Teorema de Rote,

Rm; (2) R (@j=jasz®+ +amz"j j 22+ j;
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para un disco de radior con P T<r< P "+ y > 0 sucientemente pequeno,
tenemos quef . y f tienen el mismo rumero de puntos jos. Una perturbacon
positiva de f,, esh relacionada a una deP, por un °> 0. Comoc+ °se
encuentra afuera deM ,, (ya que c fue tomado en la frontera) entonces 0 el
punto crtico de P, pertenece aA(l ), esto junto con los Teoremasl.12y 1.17
nos dice que los puntos jos ngef m: Son repulsores. D D

Los multiplicadores de i’ ~esan dados porfy i’ )=1 2i" " que para

pequeno tiene norma Iigeram%nte mayor a uno. Es decir, la acconrncipal de

fm. sobre puntos cercanos a i’ ~ es la de una rotacon. Paraf . sus puntos
jos son cercanos alos dd yfQ (z)=1+2z+ +ma' ™z™ *lo que nos
lleva al mismo comportamiento. Gracias a esto podemos de nir coorehadas de
Fatou en el caso perturbado.

El casom = 2 se encuentra explicado en J]. Vamos a seguir su desarrollo
junto con el de 2(] en donde se trata el caso general.

Llamemos °y %a los puntos jos repulsores def,, y V (resp.V*), el
crculo que pasan por %y LM (resp. M 1) Es claro queV dependen de
m, pero por lo expuesto a continuacon sean independes del graal (ver [16]).

Proposicon 3.4.  Existen aplicaciones inyectivas holomorfas * : V* I C
:V | C tales que:

(@ *(V*) es unaregon de la formaf = +ijhij()< <h *()gcon
h*;h] :R! R continuas, h* hi >1.Y, (V ) esunaregon de la
foormaf = +ijh; ()< <h ()gconh ;h; :R! R continuas,
h h, > 1.

(b) *(f(2)= *(z)+1 dondezyfn (z) pertenecenav*.yY, (f (z))=
(z)+1 dondez y fn. (z) pertenecen az 2 V

Bosquejo de la prueba.Para facilitar (o hacer posibles) los alculos, tengamos
en cuenta que cerca de °la aplicacon f,, se comportacomaz 7! % %z 9
con el multiplicador de °por Teorema de Taylor (ver [’] mgina 179). Con esta
consideracon, toda la familia f ,,, se puede representar comp 7! %+ 9z 9
cerca de % Usamos ahora el cambio de variable

1 z O©

Z= 7)Iog S w

Escogemos erV (resp.V™*) la rama de logaritmo nas cercana a 0 paraz =
lT’“(resp. zZ= mTl). Esto transforma V , V* en franjas verticalesU , U*.
La aplicacon f (z) se conjuga conF (Z)= Z(f (Z 1)):
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V Al
0
u* U
0
o ! o !
O(bZ z 0 (OO O)eZ z
f(Z 1): 0+ 0 ezoz 1 0 — 0+ 0 ezoz 1 :
0 . 1
0 0 0)g2 2
1 e Z 1
F(Z):_Olog% 0 0)g2 O §'
2 0 (LE QR (o g
B log © 1, 1
F(Z)_Z+ 20+_Oog Oezoz ezoz+1

Para pequeno e InZ grande tenemos qud-(Z) se comporta como una trans-
lacon y la demostracon se sigue igual que en el Teorema.2. O

3.2. Operador de Lavaurs

A continuacon describiremos un resultado debido a Pierre Lavaursnas detalles
sobre el mismo y otros resultados se pueden consultar en su tesigatoral [11].
Una diferencia entre el caso perturbado y el original, es que en ekpurbado
las coordenadas de Fatou esan muy relacionadas ya que es posilda (V)|
T_P-( *(V™)) de nir una coordenada de Fatou gue correspondera en la
variable z a una coordenada global (ver [20]).
Tenemos que par&z 2 V*\ V elvalorde *y diereporuna constante.



CAP ITULO 3. IMPLOSI ON PARAB OLICA 31

Teorema 3.5.
~)= "(2) (2)= p=+0():
Su demostracon se puede consultar enZ[J] mgina 17.

De nicon 3.6. De nimos la fase como la clase de ¢) en T = R=Z y la no-
taremos con ().

Proposicon 3.7. Para > 0yn2N,

fo,o =(C ") 1 Thee()

Demostracon. Sea 2 = (V )talque +n+~()2 *.Seak el mayor
entero menor o igual quen tal que + k 2 . Entonces + k+~() 2
paraO0 i k, +j+~()2 * parak n.Si = (z), tenemos
fr @=0 )M +K=(") " +k+~(Dyfp (@="fn (5 (@)=
(") Y Thee() . O

De nicon 3.8  (Operador de Lavaurs) El operador de Lavaurs paraf ,, €s una
aplicacon de int K, en C dada por

Nt

g/\ = T/\

AN

(3.1)

N N .
donde "ty son como en el Teorem&.3, * 2 Cy T es la translacon por *.

Proposicon 3.9.  El operador de Lavaurs cumple la siguiente propiedad
g fm=fm 0 =0

Demostracon. Es inmediato a partir de la de nicon y las propiedades de las
coordenadas de Fatou extendidas. O

Proposicon 3.10.  Los puntos crticos del operador de Lavaurs son:
= Preimagen de un punto crtico de f,, por fX parak 2 Z*.
= Preimagen de un punto crtico de f, por g~ | para algn | 2 Z*.

Demostracon. Solo hay que tener en cuenta queg)?=( “)(" +7) (" )0
yusarque” (f"2)= " @)+ nyf"(™(2))= ™ (z+ n). Paranas detalles,
la demostracon completa se encuentra en11] mgina 8. O

Proposicon 3.11. Sea , una suceson de rumeros positivos que tiende a
0y (Nn) una suceson de enteros tendiendo a+1 . Suponga queN, + ~( )
converge a un Imite ~ 2 R. Entonces f Nn" converge al operador de Lavaurg
uniformemente en cada compacto d& .
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Demostracon. Suponga quex 2 V. y Mtalque (x)+” 2 U" = *(V*).
Entonces podemos encontrar una vecindad dex tal que

( +n) ! TNn"'A(n) n

est de nido en para n sucientemente grande, y converge uniformemente en
a g~. En , tenemos

(*) 1 Tapencay =1V luegofNr 1t g

uniformemente en

Sea ahorax un punto arbitrario en intK,, y 2 R arbitrario. Podemos
encontrar my 2 N tal que x°= fM1(x) 2V y 0= mi myconmsy 2 N
talque (x9+ %2 U*.

Entonces, haciendoN? = N, mi1  my, la aplicacon fN» tiende a go,
uniformemente en una vecindad de, luegd ’\:" I fM2 go f™Mi =g unifor-
memente en cada vecindad de. O

Conjuntos de Julia-Lavaurs

El conjunto que de niremos a continuacon resultaa ser un posible Imite para
los conjuntos de Julia asociados &, cuando ! O.

De nicon 3.12. De nimos el conjunto Julia-Lavaurs Jm: 0.~ por
t k
JIm; 0, = gr (Im):
k
donde Jn, es el conjunto de Julia def .

La siguiente es una ga ca del conjunto de Julia (disconexo) asoiado a la
aplicacon z! z%+ 53—5 + paraun > 0 jado. El conjunto Js.o:~, para cierto
A, es muy similar ael.

Nota 6. Siempre que se est haciendo un tratamiento independiente del gdo,
simplemente lo notaremosJo:».
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Aungue no lo usaremos, podemos de nir un conjuntoK . 0.~ (0 Ko.~ con la
misma consideracon) de puntos que no escapan para la parejd ; g~), enten-
diendo por esto, puntos cuyos iterados bajo alguna de las dos fuooes o las
dos, janas pertenece aC nK r,. En tal casoJo.~ es la frontera deK g.».

La Propiedad 3.9 nos muestra queJo.~n = Jo:a+) cOnl 2 Z, es decir no
depende de “sino de su clase de equivalencia el = R=Z que notaremos .
Con esto en cuenta, el conjunto de Julia-Lavaurs def(,; g+) sea notado Jo. .



caprtuLo 4

Discontinuidad de la Dimenson de Hausdor

A lo largo de este captulo notaremos
fm (2)= 2"+ c+ ;

donde c es como se menciona al inicio del Captuld. El caso no perturbado se
notaa por
fm(z)= fmo(z)= 2" + c:

Notaremos con el punto jo paratblicode fn(z)y i,i=1;:::;m 1, sus
m 1 preimagenes diferentes ael, enumeradas en orden antihoraride acuerdo
al sector de la raz mesima a la que pertenecen. Siempre sela tomada la rama
delarazenlaque " 1=1.

4.1. Mariposas

De nicon 4.1. Diremos que una pareja de enterosk(l) es admisible si
k 0,1 O0ok>0;12 Z. Parauna pareja ;|) admisible de nimos,
. flod sil 0
grl%l " k 1.

Or+1 O 75 SIl< O
Nota 7. Cuando sea claro el contexto se omitia el subndice y al igual que en

captulos anteriores, tamben se omitia m si los resultados son independientes
del grado del polinomio.

34
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De nicon 4.2. Sean

D =fx 2 K j9(k; 1) admisible tal que g¢' (x) = g;
yD =Dnf g

Proposicon 4.3. Six 2 D existe unaunica pareja admisible (k;1) tal que
gd'(x) = para algin i.

Demostracon. Solo hay que observar que sk 2 D existe una pareja k%19
admisible tal que gko?'o(x) = , ahora puedo construir una pareja admisible
(k;1) tal que g¢' (x) = ; tomando una preimagen deg<*°(x) bajo fn como
no esh en el conjunto, obligatoriamente obtengo un ;. O

Proposicon 4.4. Para 2 R=Z, tenemos queg:(0) 2 CnK,.
Su demostracon se puede consultar en9] mgina 129.

Proposicon 4.5. El conjunto de 2 C=Z tal que g:(0) 2 CnKp, es
una abierto de C=Z que contieneT = R=Z. Para 2  hay dos componentes
conexas deg, 1(int K ) cuya clausura contiene .

Demostracon. La primera parte es consecuencia de la de nicon degs ya que
"+ T,y " son continuas. La segunda, se tiene gracias a que los iterados de
puntos que se encuentren en la interseccon de los petalos atraor y repulsor
muy cercanos a siguen un paton casi circular. O

Figura 4.1: Regiones de atraccon § )y repulson (V*) asociadas a * vy
y 4orbitas de puntos cercanos a

De nicon 4.6  (Mariposa Llena). De nimos la mariposa llenaen que nota-
remosP como la clausura de la unbn de las dos componentes dg (int K )
(dos discos topobgicos) cuya clausura contiene .

De nicon 4.7. De nimos la mariposa llena P . encada ; como la componen-
tedef (P )que contiene ;.La mariposa llena en cada 2 D est dada por
(g) 1P .) donde (k; 1) es launica pareja admisible y el ; correspondiente al
X. La mariposa Px en cadax se de ne por B\ Jo:
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Figura 4.2: Gi ca similar a la mariposa llena P para z3 + §3—5:

Figura 4.3: Ga cas similares a la mariposa P y a algunas mariposasPy para

3 .
z+§|3—§.

Proposicon 4.8.  El conjunto de puntos crticos de g+, C(g+), est dado por

[ .
Cgr) = (g ) *0);

(kil)<(1:0)
usando \< " como el orden lexicoga co.
Demostracon. Es solo la Proposicon 3.10 escrita de otra forma. O

Podemos (§servar lo siggiente, segin la Proposico.8 los puntos crti-
cos deg~ son 0fm'(O) Y 500 1,(0), iterando con g~ llegamos a que el
conjunto poscrtico cerrado de (fm; g~) es el conjunto formado por € X (0))k 1.
(0~+1(0))12z Yy . Sea ahoraU; un abierto que contiene ; y limitado por los
rayosre' m, re*) @ cont 2 R* y por una equipotencial def o escogida a modo
gque no contenga algun punto poscrtico de (fo; gr).

Entonces, para todox 2 D existe un abierto Uy conteniendox tal que g'f'
induce un isomor smo de Uy en U; que enva Py enP;.
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Figura 4.4: Abierto U; (amarillo) construido para z 7! z? + 1=4.

Figura 4.5: Abiertos U; (amarillo) y U, (azul) construidos paraz 7! z3+ 5($)'=2.

De nicon 4.9. Para U C abierto simplemente conexo, : U ! C holo-
morfa e inyectivay L U compacto y conexo, de nimos la distorson de' en

L por:
dist, (" )= sup Iogl L
t Xy 2L I O(y) '

Donde log es tomado en una curva d& ay enlL.

Proposicon 4.10.  Existe > 0 tal que para todox en D
oV (U= Ui gl (P) = Pip distp, (g)

Demostracon. Slo hace falta ver la tercera desigualdad. Ya qud®, es compac-
to, conexo yg'f| un isomor smo, la distorson est bien de nida.
Queremos hacer uso del Teorema de Koebe (Teorem&.3) con
(x) = g'A‘;I (x) y relacionar todo par de puntosz;y 2 Py, para esto tomamos
un cubrimiento nito de Py, para cadax, con bolasB(a; x=4) dondea 2 Py
Y x sup,p, d(z;@V), al hacer esto obtenemos un cubrimiento delo; que
puede ser reducido a uno nito, digamosM £rminos, y que posee un x > 0
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mnimo que llamaremos ". Esto me permite aplicar el Teorema de Koebe en
cada bolaB(a; &), llegando a

(xi)  (yi)

Cl'Oa' _\AMy W
j (a)j P

Cj Ya)i; (4.1)
en dondex;;y; 2 B(a; =4)y C es la mayor de las constantes obtenidas al aplicar
el teorema en todas ladv bolas que cubrendy. . Esto a su vez implica,

%)
Ya)

para todo X; 2 B(a; =4). Ahora para z;y 2 Py, seac(t) una curva completa-
mente contenida enPy que los una, cort 2 [0;1],c(0) = yy ¢(1) = z. Tomemos
las bolasB (a;; x=4) que interceptan ac([0; 1]) enumeradas en base a la orien-
tacon de c y puntos en la intercepcon B(ai; x=4)\ B(aj+1; x=4)\ c(]0; 1]),
notadoshy coni = 1;:::;n 1 para cierto n que depende del cubrimiento de
Px, y dos puntos adicionalesy = y y by = z. Estosn + 1 puntos nos permiten
escribir

c!? C; (4.2)

Ah) Ah)
ct — cyct — ¢
Ya) 7 Ta)
para todo i, como C ‘! % C, se deduce que O(Oétfl)) C?, y
llegamos a,
W oo ) b)) A ) oo
A2) () Ak2) %bn)
Tomando logaritmo tenemos el resultado, ya que
) ° Ay C
log - = log - +(arg O arg %2))?%;
97%7) 977 (arg {y) arg ¥2))

yjarg Ay) arg Yz)j es acotado por 4. La constante de acotacon es la misma
para todox 2 D. O

4.2. Particon de Markov

1 .
Para z™ + c conc = % mt1 % , podemos caracterizar los puntos -
jos, ciclos atractores y preimagenes del punto jo paralolico, por medio de los

angulos t correspondientes bajo la semiconjugacon dada por el lazo de Ca-

rattreodory de nido en 1.22 Nombramos a continuacon lost para cada caso.

Puntos jos:
Preimagenes del punto jo parakolico
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Ciclos repulsores de orden 2 tenemos en totéﬁ'%. Pero los que nos intere-

san eshn dados por losangulos XML kMDY M parg k= £0;:: m 2g.

1 m2 1
La razon por la que nos interesan, es que cada intervalp XMy L . k(m=1)y: m

contiene elangulo correspondiente a una de las preimagenes dgunto jo pa-
ralolico y no contiene ningunoangulo que corresponda a puntos jos dez™ + c.
Estoultimo se observa fcilmente ya que

K _ k. 1 _Km¥n+l
m 1 m 1 m2 1  m2 1 °

k m k 1 1 k+1
+ = + + < .
m 1 m 1 m 1 m 1 m 1 m 1

|
k(m+1)+1 , k(m+1)+ m
m?2

Adenas, la imagen bajot 7! mt nod 1 del arco T T en

k(m+1)+1 . k(m+1)+ m
m?2

T T : Ahora introduci-

R=2 Z es todoR=2 Z menos el arco
mos la siguiente notacon.

o im+1)+1 i(m+)+m . _,..... :
Ai = mZ 1 mZ 1 ; 1=0;0m 2

A cada punto enx 2 D podemos asociarle uno de los sectoréds. Recordemos
que hay unaunica pareja admisible ;1) tal que g¢' (x) = ; para algn i,
entonces de nimos A, = (g¢') (A;), recordemos quegd' : Uy ! U; es
un isomor smo. Notamos ahora por Fa, el homeomor smo gk?”1 DA !

\]0; nA|.

Proposicdon 4.11.  La distorsbn de Fa, es acotada por una constante inde-
pendiente dex enD.

Demostracon. Se sigue igual que en la Proposicod.10con (z) = Fa, (z), solo
que esta vez cubrimos cad®, con bolas de radio x=4 escogido de la misma
forma. Aplicando Teorema de Koebe llegamos a4(1) y a (4.2), concluyendo sin
mayores cambios. O

Ahora construiremos un suceson @Ap) de conjuntos de pieza®#\x donde cada
uno de ellos es unaasiparticon en el siguiente sentido:

S
1. " asa A Jo ND.

2. SiA;A%son dos piezas distintas de\,, entoncesA\ A°= ? o0 A\ A%es
la preimagen de algun punto en el ciclo repulsor de orden dos tomado

De nimos primero A; como la unbn de los conjuntos Ajp, y Apq dados de
la siguiente forma. Ajg = Aj coni = 1;:::;m 1, A p = fy P(Aio) para
i=1;:::;m 2yp>0.Lossmbolos +y indica, respectivamente, que las
preimagenes son tomadas con respecto a leesima e (i + 1)esima ramas de la
raz m. Parai = m 1 el smbolo indica que la preimagen es tomada en
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larama (i 1)esima. Ahora P T g 9(Jo. nf g)tiene in nitas componentes
conexasg® induce sobre cada una de ellas un isomor smo sobik. . Dos de esas
componentesLa y Ly tienea en su clausura (ver Proposicon4.5). De nimos
Ao q=0 q(Alo) con + o indicando si la preimagen es tomada et . Por
ultimo Apq = fJ(Aoq) que est bien de nida para todo p2 Z ya quefo es un
automor smo de P . Los A, se de nen por recurrencia de la siguiente manera:
n 0
Ana = FoYA%jA2A,yA°2 A;;AY Jo nA;

Proposicon 4.12.

= ! :

rn = /;ngn diamA! ooe1 0:
Demostracon. Supongamos que Imy;  r, = L > 0. Luego, paran grande
rn 2 [L ;L + ] (denicon de Imite). Es decir, para este n jo
SUpaoa, diamA = m; conmy 2 [L ;L + ]. Por de nicon de supremo,

existe alggn A 2 A, tal que diamA = m; con md = m; _ (con  pequeno).
Ahora, tenemos que Ssup,,,,, diam A < m¢ ya que F, 130, nA}) divide a
A en una cantidad de elementos igual a Ia dé\;, esto mismo pasa con cada
elemento deA,, resultando elementos de dametro menor. De la misma forma
puedo construir una sucesonm? > m9 > ::: >m 9 > :::, que obviamente
abandona L ;L + ] O

4.3. Medidas Conformes

De nicon 4.13. Una medida se diced-conforme para fo; g~) si el Jacobiano
defo con respecto a esjf {j9, es decir:
z

(fo(B)) = : ifoidd

para todo borelianoB dondefy y g. son inyectivas. Esta medida es tambéen
d-conforme paragt' y F.

Proposicon 4.14. Si  esd-conforme y no nula, existe una constanteC > 0
tal que8n 18A 2 A;;

C (diamA)? (A) C(diamA)d: (4.3)

Demostracon. TomemosB una preimagen deA a modo quef, sea una aplica-
cb uno a uno, de un abierto que contieneB a uno que contieneA, tales abiertos
existen, de hecho por construccon son preimagenes de ub); por fo o F. Ahora
hacemos un cubrimiento deB por bolas de tamano=5 con pequefno a modo
que la bola de radio tambén este contenida en B y por compacidad deB
el cubrimiento tiene un rumero nito de elementos, digamos m. Aplicando el
Teorema de Koebe (Teorema.3) en todas las bolas obtenemos

C i %a)] w Cif Ya)i
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conx;;yi 2 B(a; =4). Otra aplicacon del Teorema de Koebe resulta en:

fxi) fyi)

C YNf Y )
iFC )i -

Cif A s ()

conx;;y unpar joy ;2 B(a; =4). Para demostrar la segunda desigualdad
en (4.3) tenemos que
C HEXixi wii j f) fy)i  diamA;
C ‘;f Coi%ixi yij®  (diam A)%;
C %x v fADid  (diamA)! (B\ B(a; =4));
B\ Bi(ai;=4)

C %xi vij? (F(B\ B(a; =4))) (diamA)? (B\ B(ai; =4));
Sumando sobre togos lo8\ B(a; =4) para los cuales no hay interseccon vaca
y usando queA im:1 f(B\ B(a; =4)), llegamos a:

X d

C H .
(A)  (B) _ m(dlam A)d:

Recordemos quex; y y; son un par arbitrario en cada bolaB(a;; =4) puedo
tomarlos todos a una misma distancia mayor qué el mnimo que se menciona
en la Proposicon 4.10y menor que 2 veces. Esto me lleva a:

cb (B
NC)

(A) wa

d
(diamA)d M ?—d(diam A)¢:

conM como en Proposicon4.10

Para demostrar la primera desigualdad en 4.3), seanx;y 2 B tales que
jif (x) f(y)j =dim A, estos existen por compacidad. En esta ocason, es ne-
cesario tomar puntosh igual que en la Proposicon 4.10 sobre un camino dex
ay. Usando () tenemos:

jf (h) f(h+1 )J J h t3+1J.ij O( i)j; i 2 B(ai; =4);
if() f(b)® 2 dCdjf % )j%; por conformidad de ;

(B B(a; =4)if (b) () 5 C° (1(B\ B(a; =4)

dcd (A):

Xn
Tenemos que, (diamA)? =jf (x) f()i® K  jf(@) f(bBa)i®:

k=1
M (=4)dcd _
@\ BG@: =4y
mcd 0 (A);

(Jo; \ B(a; =4))
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donde (B \ B(a; =4)) es el menor de los (B \ B(a;; =4)) que a su vez es
menor que elnmode (Jo. \ B(a; =4)) sobre todas las bolas del cubrimiento,

K = % " % M o= K%y M como en la Proposicon 4.10. Las constantes
obtenidas en las dos desigualdades, son las mismas para tofloen A, O

Proposicon 4.15.  Si  esd-conforme y no nula para(fo; g~) o paraF en Jo.
se tiene
d dImH Jo; :

Demostracon. Para el @alculo de la dimensbn de Hausdor de Jo. , tengamos
en cuenta que para cualquier cubrimiento por bolasB;) de Jo. con diamB; <
puedo encontrar para cada elementd; una coleccon de (A;) en algun A, con
n su cientemente grande, a modo queB; \ Jo. nD [ A; y diamA; <
(4 : )
4(Jo; ) =nf (diamB;)¥ = B; Jo ; diamB; <
i=1

b3 X
(diam B;)¢ (diamA)¢ C (A); usando @.3)
i=1 i=1 n=1
Recordemos queA,, es una casiparticon, as que el cubrimiento usado arriba no
es disjunto. Pero por ser una medida confoggne, sif ; % es un ciclo repulsor
de orden dos tenemos que(f( )) = (9= oIf 9dd (), de la misma
forma () (9luego ()= | 9 =0yaquejfy)j> 1. Para cualquier
zconf(z)= o 9tenemos que fzgjf 99d =0 lo que implica (z) =0, es
deﬁir, el conjunto de preimagenes del ciclo repulsor es de medidam y con esto
C ', (A) C (Jo nD) C (Jo ) O

Proposicon 4.16. Existe una medida de probabilidad en Jo. que es
d-conforme para F con
d =dim HJdo -

Demostracon. Para todo R > 0 notemos

laml

YR= z2Joj8n LF"(2)2 Aip [ Apg
supfj pjsjgjg R
Entonces (Yr;F) es un sistema hipertolico, ya que por construccon solo los
ciclos repulsores y sus preimagenes pag. pertenecen aYg. Con esto tenemos
que para algin m se cumple qug(F™)4 > 1 enYg y el Lema1.24implica que
F es hiperlolica en Yg.

Por [6] la dimenson de Yg es dada por el Teorem&.8cont = dr; una medida
de equilibrio r asociada adg cumple quelL 4 ( r) = r por Teorema
1.43y por [4](mgina 130) es dg-conforme. Podemos encontrar una suceson
(Rn) creciente que tiende a #1 , tal que la sucesbn de medidas (r,) converge
ebilmente a una medida que esd-conforme paraF (ver [8] mpg. 570) con
d =Ilm dg, dimJo. . Tenemos qued dim Jo. por la Proposicon 4.15

o
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Proposicon 4.17.  Sean ,j = 1,2 dos medidas de probabilidadi -conformes
para F en Jo. .

a)

Si d; >dj, entonces ,(Jo. nD)=0.

b) Sid; = dy, entonces 1 = .

Demostracon. a) Por Proposicon 4.15d; > dimy Jo. , luego ¢4,(Jo; ) =0y

b)

d,(Jo; nD) =0 por ser subconjunto.
[ X X
2(Jo; nD)= > A »(A) C  (diamA)%;
An

por (4.3) que es walido para cualquier boreliano intersectado conly. . En-
tonces, tomando el n mo de los cubrimientos y haciendo tender sudametro
a cero, llegamos a »(Jo. nD) d,(Jo: nD)=0:

Sea 3= %( 1+ ) tenemos que tamben esd-conforme d = d; = d;). Por
Teorema de Radon-Nikodym (ver B] mgina 80), existen 1y . medibles
(de hecho son integrables ctp. gespecto a sus medidas, por setass nitas)

no negativas tales que j(A)= , id s;parai=1;2. Entonces

Z 1 Z Z
i(A)= id3:§ id g+ ido
L 1A z v z z
sC1(A)+ 2(A) = - 1d 1+ 1d o+ 2d ¢+ 2d 2
2 4Z A Az A A
1
S(A)_E (1+ 2)d 3= d s;
A A
por lo tanto 1 + 2:22 3-ctp:Aralggamente

1(f(B)) = 1d 3= (1 £)jif%ed s
f(BZ B Z
=1 (L 0itYd .+ (1 Dif9d 2

Z B z B

(@Y= A =3 (1 f+ o DYy
BZ B
=2 (1 f+ o, DYy
L Z z
=3 (1 DifYds (2 DIfYd
B B

en la parte anterior, seu® que 1+ =2 3-ctp, componiendof , tenemos
que ( 1+ 2)(f)=2R s-ctp,luego (1 fgr 2 f)=2=1 ;-ctp.

Alpra, tenemos gue (2 f)if99d 1= ;( 2 f)if9%d 2, lo que equivale
a () 2 d = t(8) 2 d ,, de forma similar, obtenemos la misma igualdad
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para 1. Como
1Z 1 Z 4
3(A)= 5 (1+ 2)d 3= 3 (1+ 2)d 1+ (1+ 2)d 2 ;
A A

7 2

3(A)=  (1+ 2)d 1=( 1+ 2) 1(A); de la misma forma para »:
A

Seau = ﬁ,tengoque 1=U 3y 2=Ug3conesto 1= ».

O

En la siguientes proposiciones, usaremos que para2 D \ Jg, existek tal que
f&(x) = . Hacemos (x) = j(f&)%x)j y de nimos Sy = Jo\ A.

Proposicon 4.18. Para x 2 D\ Jg; existenCy;C > 0 tales que

1 1
—diamPy —— CidiamPy; 4.4
& iam Py 0 1diam Py; (4.4)
1 diam Sy
C diamPy (4.5)

Demostracon. Tenemos quef X(x) es uno a uno enPyx (compacto). Podemos
usar la misma construccon hecha en Proposicon4.10Veamos primero @.4)

i. Para la primera desigualdad, tomamos la bolaB(a; ) del cubrimiento de
Px que contengax y Xi;Xj 2 Jo\ B(a; =4) conjx; xjj= "=5 (" como en
la Proposicon 4.10) por Teorema de Koebe

Fexi)  fXx)

1
C * (x) XX

C (x);
fR(x)  fr(x) Cix. xi  CdiamP.-
T Xi X iamPy;

o) C diam Py :
ii. Para la segunda desigualdad, tenemos que construir un camino deay
dondez;y 2 Px yjz vyj=diam Py, siguiendo la demostracon de la Propo-
sicon 4.10obtenemos,n +1 elementos enPx que notaremosh conly = z,
bh = yyjb b.j < =4, entonces cada par se puede relacionar usan-
do Teorema de Koebe en la bola de radio que los contiene, su centro
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ser llamado a; y i un punto en B(aj; =4)\ Py:

f¥h) f¥bs)

1 . ).
C ( |) h h+1 C ( |)'
k k
pd
C diam Py %izo ifXb)  FX(bs1)i % :
1 X 'fk fk H .
) it () (b+1)je ;

i=0

donde es la cota de distorsbn obtenida de la misma forma que en la
Proposicon 4.10 Tenemos que

1 1
14 i ) 0 .
C “diam Py o) (n + 1)diam Jo. e C )

Para demostrar (4.5) hacemos la construccon de la Proposicon4.10 en todo

Sy. Aplicando (4.1) sobre una bola que contenga, como diamPx diam S,
obtenemos (:—XS) C diam S, siguiendo la primera parte de la demostracon de
(4.4). Tamben, de manera araloga a la demostracon de la segunda jarte de
(4.4), tenemos queC ‘diam S, Coﬁ. Combinando (4.4) con Z-diam Sy
ﬁ C,diam S, obtenemos ¢.5). O
Proposicon 4.19.
X 1

La serie —_
d!
x2D\ Jg (X)

a) converge parad = dim y Jo. ;
b) diverge parad =dimy Jn:

Demostracon. a) Usando la ecuacon @.4) tenemos que
X X
x) ¢ cf (diam Py)¢:
x2D\ JIn x2D\ Jo
Parad =dimy Jo. existe una medida de probabilidad que esd-conforme
enJo. (Proposicon 4.16). Entonces,

X
(diamPy)? C (Px) GC;
x2D\ Jo; x2D\ Jo

S S
ya que Py es una unon disjunta, six2 D\ Jo, con Py Jo.



CAP ITULO 4. DISCONTINUIDAD DE LA DIMENSI ON DE HAUSDORFF 46

b) Sea (t) como en la De nicon 1.22 Parax = (t)2 D\ Joy p que no sea
nultiplo de m, hacemos

p+ i.pt+ ?

donde ; °son losangulos asociados al ciclo repulsor de orden dos que esée-r
lacionado conx ( nal de la seccbn anterior). Notemos por " el conjunto de
preimagenes de ; y ? para todo i. Todo punto en Jy n(D [ ") pertene-
ce a una in nidad de Sx. Podemos ver esto considerando el conjunt® [ "
en la diramica simtplica, como palabras in nitas formadas con el alfabe-
to nito f0;1;:::;m 1g, de esta forma cada elemento el [ " se puede
asociar a una palabra que termina en una cola in nitaj o en una pareja
jl conj;l 2f0;1;:::;m 1g. Cualquier palabra asociada a un elemento en
Jnn(D[ ") debe tener in nitos terminos jkl conj 6 k6 loj = k6 | o
j6k=1yjkl 2f0;1;:::;m 1g. Luego la palabra:::jkl::: pertenece
al Sy que es imagen de ciertop=my ;=mX representados por.::jkl 000: ::

y :::jklgsgs::: conq6 sy q;s2f0;1;:::;m 1g. Por [1], existe una me-
dida o enJy, que esd-conforme cond = dim yJy, tal que o(D\ Jyn) =0.
Entonces, X X
(dimHSx)d C O(Sx) =+1:
x2D\ I x2D\ I

4.4. Resultado Principal

Para poder demostrar nuestro resultado (Teoremal), solo hacen falta los si-
guientes lemas.

Primero, sea , con = p_n nmod 1 ! 2 . Entonces para todon su -
cientemente grande, {m: ,;fm: ,) €s un sistema hipertolico; como fue hecho
anteriormente, existe una medida de probabilidad ,, que esd , -conforme para
fm , cond, =dimydy ,. Podemos suponerd , ! d* y que , posee un
Imite cebil *. Entonces * es una medida de probabilidad endo. que es
d* -conforme para fm;g ).

Lema 4.20 (Lema central).
*(D)=0:

Demostracon. Basta con mostrar que *( ) =0. Para = ,, podemos de -
nir la diramica simtolica en J | tomando Ajo( ) a modo que converja aAig
cuando tienda a cero. Ya con esto, podemos de nifAj, ( ) siguiendo la misma
construccon de la seccon 4.2, para A1po( ) Y Am 1p0( ) con p° su cientemen-
te grande, cada uno de ellos convergem a cierté\p,q con p y q satisfaciendo
p° 1 p+ g, esta convergencia nos permite notar po,q( ) al Aqpe( ) (0
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Am 1p0( )) que converge ael. Notando con °y %los puntos jos repulsores
def,, consideremos las coordenadas de Fatou aproximadas

1 1 z 0
Zm;0(2) = Z—; Zm; (2)= f)bgz—od

gue conjugan respectivamentef , y fn: con Fy y Fn. 5 estas ultimas son
aproximaciones de una translacon. Podemos aplicar el Teorema d&oebe 2.3,
ya queZpm,, no tiene puntos crticos luego es uno a uno e, asi que existen
constantesCy y C, tales queC;  diam(Zm; (Apg)( ) Co.

Veamos que

P
distacia (0;Zm; (Apg()) C p?+ &
primero, comoA;, es acotado tenemos que
distacia (0;Zm. (A10())) C>0;

para una constante C. Teniendo en cuenta la conjugacon Fr,. (Zm: ) =
Zo, fm; (Zil) paraZm, , tenemos queZm, (fP)(2) = iZm (2) Y,y para
Zyn. = X +iY esto implica

(X p?+Y?=X%2+Y? 2Xp%+ p%;
>C2 2Xp°+ p®; siX O
>C?+ p®>Cp®

Y, para X > 0

(X p)?+Y¥2=X2+Y2 2Xp%+ p%;
>C?2 2p°+1+ p®; usando que Xp° 2p° 1;
=C*+(p” 1 C(p° 1)

Luego, llegamos a que distacia ( (A1p())) C(p 1) gn cualquiera de los

dos casos, obteniendo el resultado ya qué® 1 p+ q p? + 2.

Ahora, como 721+, | b7y 7! F=cuando ! O, pordesigual-
1

dad triangular para cualquier puedo encontrar un talquejﬁ+ 7 )zj <

y con esto llego a que dde ,zzL, uniformemente en para una constante
Z

C su cientemente grande, se deduce que parasu cientemente pequeroy > 0
jo, llamando a la medidad -conforme end,. cond =dimyJn,: . Tenemos
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que

[
B(;r) Apq();
p2+q2 K=r 2
(B(:r)) (Apa());
p2+(:52( K=r 2

(diam Ap;q( )¢ : por ser conforme,
p2+q2 K=r 2

BGr) €
p2+ g2 K=r 2

1 .
(P2 + @)’

laultima desigualdad se tiene ya que, diamApq( ) por compacidad es la res-
ta de dos de sus elementos diaw,q( ) = jz(Z1) z(ZF;)j | 21 Zjj dde .
Las constantesC;K no dependen de yPIa suma  C ., ke (pTJ(-F)d_

converge, ya gge se puede comparar con Ll niz Haciendo ! O llegamos a
B(;r)) p2+q2 Ker 2 (prgryT due tiende a 0 cuandar ! 0 porque es la
cola de una suma convergente. O

Lema 4.21. Sid=dimuJo. =2, entoncesm(Jo. ) > O, con m la medida de
Lebesgue erC.

Demostracon. Si d = 2, existe por los resultados de la seccon anterior una
medida 2-conforme no soportada enD. Tamben m(Jo. ) = nf m(U) sobre
todos los abiertosU conteniendoJo. . Consideremos uno de esos abiertos, por
la Proposicon 4.12, U contiene todos los elemento#\ de A, para un n su cien-
temente grande, junto con el interior de cada conjuntoA, notaremosA = intA.
Por conformidad,

nx 20
5(A) = f?/Ii)g (diam A;)
nx o]
Cnf (A}) C (A)

comom(A) m(A)y m(A) C »(A) (para alguna constanteC), puedo tomar
Imite y encontrar una constante C independiente den tal que m(A) C (A)
siA 2 A, . Pero entonces

X X
m(U) (m(A) C (A)=C;
A2A, A2A,

porque no esh soportada enD. p
Para terminar, solo queda comprobar quen(Jo; ) =0, pero  p,a, ., m(A)

P
K a2a, m(A) con un factor K < 1 independiente den por distorsbn
acotada. O

Estamos ahora en condiciones de demostrar nuestro resultado.
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Demostracbn Teorema 1

a) Tenemos qued®™ d por Proposiciones4.15y 4.16 la Proposicon 4.17y
el Lema4.20=) d* d ,yaquesilofuera *(Jo. nD)=0y *(D)=
0=) *(Jo; ) =0; lo que es una contradiccon. Comod* = d tenemos
gue d* no depende de la subsucesbn, es decir Ip;  d, =dimg Jo. .

b) La continuidad de la aplicacon 7! dimy Jo. es consecuencia de la exis-
tencia del Imite en el inciso anterior.

Tenemos que mostrar que para (m)m 1 Una sucesbnen con p, ! 2
cuandom !'1 , se cumple que difyJo. ,, ! dimyJo. cuandom ! 1
Para esto sea (an)n 1 para cadam una suceson de rumeros positivos con
mlo0y( =" Mnd1l ! m cuandon ! 1 , podemos crear una
suceson ('), 1 para cadam tomando b} = al paratodon,y param> 1
tomamos b = K" ! para n m 1y = a paran m. Estas
nuevas sucesiones cumplefl’ ! 0y ( = W) mdl! , cuandon!

1 y ademas Imp;; B = b, donde ( = b,)nod1 ! . Ahora por
continuidad de la dimensbon de Hausdor fuera de Multibrot tenemos que
IM mi1 dimyJpn = dim yJp, y por el inciso anterior Im ;1 dimpJdp, =
dimHJo; .

bl) Es resultado de la Proposicon4.19
b2) Es resultado del Lema4.21.

Aungue en este trabajo nos restringimos a una perturbacon rebdel paametro
¢, los resultados expuestos se puede extender sin ningun problensperturba-
ciones con parte real positiva para las cuales =" T5j nod 1 converjaa 2
como se comenta end] mgina 129 para este caso tambén se pueden de nir las
coordenadas de Fatou, la fase y con ello el operador de Lavaurs.

Si consideramos la simetra del conjunto Multibrot que se comentaen la
Proposicon 1.29 podemos concluir que pard ¥c (donde! una (m 1)esima
raiz primitiva de la unidad), pamametro para el cual hay un punto j o paratoli-
co de multiplicador = 1 (Proposicon 1.30), tamben hay un problema de
continuidad en la dimenson de Hausdor .

El Teorema 1 en su numeral b) nos da la continuidad de la dimensbn de
Hausdor como funcon de en , el comportamiento en su frontera es estu-
diado en [L7].



Conclusiones

= La geometra del conjunto de Julia de una funcon aralitica est deter-
minada por sus puntos jos y por sus puntos crticos, que esan muy
relacionados con los primeros.

= Hemos podido extender el resultado conocido para el conjunto deaame-
tros Mandelbrot M , relacionado a la familiaz 7! z? + ¢, a una toda una
familia de conjuntos que llamamos Multibrot M ,, relacionados a la fa-
milia z 7! z™ + ¢, conm > 2, gracias a que siempre tenemos una regon
conexa que corresponde a paametros para los cuales hay un pin -
jo atractor, de la cual podemos salir (0 en nuestro caso entrar) @ un
paametro c para el cual hay un punto jo paratplico de multiplicador
1ylafuncon z 7! zZ™ + c para ese paametro es localmente similar a
27 z°2+1=4.

= Cuando perturbamos la funcon Pp¢ () (Sumando > 0), aunque pasamos
de una funcbn con conjunto de Julia conexo a una con conjunto delulia
totalmente disconexo y pasamos de tener un punto jo paralolicoa tener
dos puntos jos repulsores (en una vecindad cercana). Obteneas una
diramica local que aunque en teora es distinta, conserva gran sirtaridad
con la original, hecho fundamental que permitd nuestro estudio.

= Quedan ain muchas preguntas por resolver. Por ejemplo, si el ismo
feromeno de imploson paratplica se presenta en otras componges hi-
pertolicas de M ,. Lo que equivaldra a generalizar el resultado para pun-
tos paratplicos con mas de un petalo atractor.

50
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