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Resumen

En geometria algebraica, una curva algebraica es una variedad algebraica de dimen-
sion uno. La teorfa de éstas curvas en general fue bastante desarrollada en el siglo
XIX. Las diferenciales regulares de una curva algebraica proyectiva puede tener po-
los en su modelo no singular. En éste trabajo se analizan los polos de una diferencial
regular de una curva algebraica completa e irreducible en términos de invariantes
discretos de sus anillos locales. También se aborda el operador de Cartier y la fun-
cion zeta, la cual codifica propiedades importantes de la curva. Lo anterior como
consecuencia del Teorema de Riemann-Roch, dualidad local y la ley de reciprocidad

para curvas singulares.
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Capitulo 1

Introduccion

Ya es bien sabido que en muchas aplicaciones, problemas aritméticos y teoria de
codigos se presentan sistemas lineales y surge la necesidad de plantear el proble-
ma en términos geométricos, llegando en definitiva y en muchos casos a pensar en
una curva no-singular. Estas situaciones, son algunas de las razones para tener que
considerar el conocido Teorema de Riemann-Roch para curvas no-singulares. En al-
gunos textos se pueden encontrar varias pruebas de este teorema, difiriendo unas de
otras en cambios apropiados y ttiles. Por ejemplo cuando el campo constante k es
de caracteristica p, o cuando es algebraicamente cerrado. Tener una version de este
teorema, para curvas singulares es el propésito del segundo capitulo. Primero rese-
namos la nocion de curva algebraica completa geométricamente irreducible definida
sobre un campo, después algunas nociones como: divisores, género, adeles y algunas
diferenciales. Sin embargo, para llegar a probar el Teorema de Reiman-Roch para
curvas singulares, se necesitan conceptos mas generales como: completacion de ani-
llos en sentido topologico. Con estos términos y con ayuda de la teoria ya conocida
para el caso no-singular probamos la relacion, valida para cada divisor a de la curva
X

l(a) = deg(a) +1— g +i(a)

conocida como, Teorema de Riemann-Roch. El entero ¢ := i(O) es llamado el género
aritmético de X.
Una de las muchas consecuencias que tiene este teorema, es la formula de Hironaka

[13]| o conocida como formula genus dada por

925‘1‘2513

donde gesel género geomeétrico de X, definido como el género del modelo no-singular
X,y 0p = dimp e o0 queriendo decir por (’)p, la clausura algebraica de Op en el cam-

po K.

Por una diferencial A de X se entendera como un funcional k-lineal, definido sobre

las adeles Agj;, en k, con la condicién que A se anule en un conjunto de la forma

3
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A(a) + K para algin divisor a de X'. Una consecuencia fundamental del teorema
2.3.2 para nuestro proposito, es la existencia de un divisor C maximal (ver 2.4.4),
para el cual A se anula sobre A(a) + K. Este divisor C se llama divisor de la diferen-
cial \.

Con el divisor C, se construye la ley de reciprocidad

C:(C:a)=a

valida para cualquier divisor a de X. Con todos estos resultados importantes, se
aborda el analisis de los polos de las diferenciales regulares. En el tltimo capitulo,
se considerara el operador de Cartier, definido sobre el espacio de las formas dife-

renciales definida por

dr1z
dxp—1

para cada z € K y cada variable separante « de K|k, donde k es de caracteristica

C(zdzx) = (

)1/pdx

positiva p. Seguidamente, analizaremos su acciéon sobre el conjunto

Q(OP -+ tp)
Q(Op)

del cual se desprende informacion importante. De hecho, si o(X) y o(X) denota

los rangos de este operador en los conjuntos Q(O) y Q(O) respectivamente ([12]),

mostramos que para cada r se tiene el estimativo 4.0.1

N, = N,| < 0(X) = o(X)

donde N, := cardX(k,) y N, := cardX(k,) son el nimero de puntos racionales de

X vy X en k,, el cual es una extension de k de grado r, respectivamente.



Capitulo 2

Teorema de Riemann-Roch

El objetivo de este capitulo es demostrar el Teorema de Riemann-Roch para curvas
singulares y algunas de sus consecuencias, como la ley de reciprocidad. También,
estudiaremos dualidad local, teorema que utilizaremos en el desarrollo de esta tesis.
Para este fin, resenamos las notaciones sugerida por [14], que seguiremos durante
todo el texto. En efecto, daremos definiciones precisas a los conceptos como divisores
de la curva X, paraleletope de un divisor a y adeles. En esta parte , necesitaremos
algunas definiciones y propiedades de &lgebra conmutativa, por ejemplo la nocion

de completaciéon de anillos.

2.1. Curvas singulares

Sea X una curva algebraica completa e irreducible con campo constante k y sea K
el campo de funciones racionales sobre X. Es decir, K es un campo de funciones
en una variable con campo constante k y X es el indice de una familia {Op}pcy
de k-algebras locales, propiamente contenidas en K con campo cociente K y que

satisfacen las siguientes propiedades:

» Para casi todo P € X, el anillo local Op es un anillo de valoracion discreta de
K.

» Para cada anillo de valoracion discreta B de K |k existe un tnico P € X tal
que Op C B.

Observacion.

Cualquier curva proyectiva se puede ver como una curva algebraica completa e irre-
ducible. Reciprocamente, cualquier curva X’ se puede realizar como una curva proyec-
tiva de la siguiente forma: Sea X una curva algebraica completa e irreducible sobre
un campo k algebraicamente cerrado. Sean xg, x1, ..., z,, elementos k-linealmente in-
dependientes del campo K. Si m > 1, existe un morfismo definido sobre el modelo

no singular
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(i txp): X — P"(k)

cuya imagen por Teorema de extension de la teoria de valoraciéon, es una curva
algebraica proyectiva no degenerada e irreducible en P"(k) ([20] , §1.)
A continuacién introduciremos alguna de las definiciones necesarias para desarrollar

este capitulo y utilizaremos en todo el texto.

Definicién 2.1.1. (Punto singular) Se dice que un punto P € X es singular si

el anillo Op no es un anillo de valoracion discreta.

Definicién 2.1.2. (Modelo no-singular) Se define el modelo no-singular de la

curva X, y lo denotamos por /'F, como el conjunto de todos los anillos de valoracion
discreta de K |k.

Con estas definiciones, es claro que el niimero de singularidades de X es finito. Ade-

mas, se tiene una aplicacion 7 : X — X.

Definicion 2.1.3. (Ramas de X centradas en P) Para cada P € X, los ele-

mentos de la fibra 71 (P), son llamados las ramas de X centradas en P.

Notacion: Para indicar que una rama v € X esta centrada en un punto P de X,
pondremos v|P.
Por Teorema de extension de la teoria de valoracion, existe al menos una rama cen-

trada en P. De otro lado, las ramas centradas en P son una cantidad finita (ver [10]).

Definiciéon 2.1.4. (Divisor) Un divisor de X es un producto formal

a:HClp

donde para cada P € X, ap es un ideal fraccionario de Op distinto de cero y

ap = Op para casi todo P.

Definicion 2.1.5. (Divisor localmente principal) Un divisor a se llama local-

mente principal si cada componente ap es un ideal principal.
A un divisor localmente principal, también se le conoce como divisor de Cartier.

Definicién 2.1.6. (Producto y cociente de divisores) Para dos divisores a y b
de X, se define el producto a- b y el cociente a: b de la siguiente forma:
(a-b)p:=ap-bp = Op-ideal generado por los producto ab donde a € ap y b € bp.
(a:b)p=ap:bp={z€ K|z-bp Cap}.



CAPITULO 2. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH 7

Note que los divisores localmente principales forman un grupo multiplicativo cuyo

elemento neutro es el Divisor estructural

0= HOP

Pex

Ahora, estableceremos un orden parcial entre los divisores segtn la siguiente defini-

cion.

Definiciéon 2.1.7. (Orden parcial) Para dos divisores a y b, decimos que a > b

sty solo st ap O bp para cada punto P € X.

Con estas definiciones, decimos que un divisor a es positivo si a> O.

2.2. Anillos semilocales

En esta seccion, se presenta los hechos basicos sobre subanillos locales de un campo
de funciones. Esto lo necesitaremos para establecer una biyeccion entre los divisores
del modelo no singular X y la curva X. Usaremos como referencia [6]. Un anillo
Noetheriano se dice que es un anillo semilocal si contiene s6lo un namero finito de
ideales maximales. Sea K | k un campo de funciones en una variable con campo
constante k y sea R un subanillo de K. El anillo R se dice que es un subanillo de
K | k si R contiene el campo k y el campo cociente de R es K. Decimos que a es un

R-ideal de K | k si a es un ideal fraccionario diferente de cero de R.

Teorema 2.2.1. Sea K | k un campo de funciones en una variable con campo cons-

tante k y sea S un subanillo de K | k. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. S es un anillo semilocal.

2. Existen x,y1,--- ,y, en S tal que x no es constante. S es el conjunto de los

elementos de la forma F (z,y1, -+ ,y,) /G (x) donde F y G son polinomios

en k[Ty, T1, -+, T,| y k[To], respectivamente, con coeficientes en k y tal que
G (0) # 0.
3. Ezxisten valoraciones vy, - -+ vy, del campo de funciones K | k y un entero N

tales que S contiene {z € K :v; (2) > N,1 <i < m}.

4. Existen valoraciones vy, - -+ , vy, del campo de funciones K | k y enterosny, -+ ,ny,
tales que S contiene {z € K : v; (2) > n;, 1 <i < m}.

5. Ezisten valoraciones vy, - - - , vy, del campo de funciones K | k y enteros f1,- -+ | fm
tales que
(S:9)={zeK:v(2)> fi,1<i<m},

donde (S : §) es el ideal conductor de S en su clausura entera S.
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6. S estd contenido solo en un nimero finito de anillos de valoracion del campo

de funciones K | k.

Demostracion. (1) => (2) Dado que el nimero de ideales maximales de S es finito
existe un elemento diferente de cero = en la intersecciéon de todos los ideales maxi-
males de S, asi x no es constante. Si G (Ty) € k[Ty] es un polinomio en una variable
con coeficientes en k tal que G (0) # 0, entonces G (x) no esta contenido en cualquier

ideal de S, y por tanto es una unidad de S. Existen funciones racionales Z—i, cee ‘;—z en

Ktalque K =k <x, %, sl ‘g—:) . Dado que K es el campo cociente de S, podemos es-
coger a; y b; # 0 elementos de S para cada i, asi K = k (x,ay, -+ ,as, b1, ,bs). Por
Lema 1 en [6], se sigue que S puede ser expresado como una extension finita de anillo
de un anillo Sy, digamos S = Sy[tq, - , ], donde Sy es un anillo en el cual contiene
s6lo un numero finito de elementos de la forma F (x,ay, - , a5, b1, ,bs) /G (x),
donde F'y G son polinomios con coeficientes en k, y G (0) # 0. Dado que el anillo
klx,a1, - ,as,by, -+ bs,ty, -+ ;] estda contenido en S, y G (x) es una unidad de S
para cada G (Tp) en k[Tp] tal que G (0) # 0, se sigue que S es la totalidad de los
elementos de la forma F (z,a1,--- ,as,b1,- -+ ,bs,t1, -+ ,t;) /G (z), donde F'y G son
polinomios con coeficientes en k, y G (0) # 0.

(2) = (3) De (2) se sigue que K es el campo cociente de Sy K =k (z,y1, - ,yr)
para algunos x,yq, - -+ , ¥y, en S tal que x no es constante, y asf cada y; es entero sobre
el campo k(x). Entonces K = k(z)[y1, -+ ,y.], v cada elemento en K es el cociente
de algin elemento de S para una potencia adecuada de x. Dado que la clausura

entera k[z] de k[z] en K es un modulo finitamente generado sobre k[z], existe un

entero no negativo ng tal que z™klzx] C S. Sea vy, - - - , v, las valoraciones del campo
de funciones K | k cuyos lugares son precisamente los ceros de la funcion racional
x. asi, v; (£) > 0 para cada i = 1,--- ,;m. Sea N := max{nov; (), ,novm (z)}.
Asi, siz € K yv;(z) > N paracadai=1,--- ,m, entonces zG (z) /{’\LO/E lg[\:;] para

algtin polinomio G (Tp) en k[Tp] tal que G (0) # 0, y asi 2G (x) € ™ k[x] C S. Dado
que G () es una unidad de S se sigue que z € S.

(3) = (4) Sea n; = N para cada ¢ = 1,--- ,m. Entonces , por (3), el anillo S debe
contener el conjunto dado por {z € K :v;(2) > n;, 1 <1 <m}.

(4) = (5) Observe que, si v es una valoracion de K | k diferente de vq,--- , vy,
entonces, por el Teorema de aproximacion, existe z € K tal que v (z) < 0 y ademés
v;(z) > n; paracadai=1,--- ,m,yasi z¢ O,y z € S. asi cualquier valoracion
de K | k cuyos anillo de valoracion contiene el anillo S esta contenido vy, -+, vy,.
De otro lado, si el anillo S no esta contenido en el anillo valoracion O, , entonces

existen z; € S con v, (z1) < 0. Por el Teorema de aproximacion existe zo € K

tal que vy, (22) = Ny ¥ v; (22) es muy grande para cada ¢ = 1,--- ,;m — 1, asi que
29 € Sy v (2{™22) > 0 para cada i = 1,--- ;m — 1. Definiendo y := 2™z + 1 se
tiene y € S, v; (y) = 0 paracadai=1,--- ,m—1y v, (y) < —n,,. Entonces , si
z€ Kyuw;(z) >n;paracadai=1,--- ,m— 1, tenemos zy~ ™ € S para cada entero

n suficientemente grande talque v, (2y™") > n,,. De esta manera, z € S. Ahora,
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si el anillo de valoracion O, no contiene el anillo S, entonces S debe contener el
conjunto de la forma {z € K : v;(2) > n;,;1 < i < m — 1}. Ademas podemos
asumir que las valoraciones vy, --- ,v,, son precisamente aquellas cuyos anillos de
valoracion contiene el anillo S. Y asf S = N, O,,. Ahora, pongamos (fi, -, fm)
como el vector més pequeno con respecto al orden parcial de Z™ tal que S contiene
el conjunto {z € K : v;(2) > f;,1 < i < m}. Ahora, en vista de que se tiene la
igualdad, 28 = {y € K : v; (y) > v; (2),1 < i < m} para cualquier z € K\{0}, se
puede concluir que z € (S : §), es decir, 28 C S si y solo siv; (2) > fi,1 < i <m,
mostrando (5).

(5) = (6) Si v es una valoracion de K | k diferente de vq,--- ,v,, Entonces, por
Teorema de aproximacion existe z € K tal que v(z) < 0y v;(2) > f; para cada
i=1,--- ,m,estoes, z € (S: §) CSyz¢O,. asi el anillo S esta contenido en
los anillos de valoracién correspondiente a las valoraciones vy, - -+, Up,.

(6) = (1) Si m es cualquier ideal maximal de S, entonces es posible encontrar una
valoracion v de K | k tal que el anillo de valoracion O, contiene a S’y m, NS =m,
donde m, es el ideal maximal del anillo O,. Dado que sblo hay finitas posibilidades
para v, hay entonces solo finitos ideales maximales m. [ |

Sea S un subanillo semilocal de un campo de funciones K | k. De (5), en el teorema
2.2.1, se sigue que existen valoraciones vy, - -« , v, del campo de funciones K | k y

enteros fi,--- , fm, tal que
(S:g):{zEK:vi(z)Zfi,lgigm}.

Las valoraciones vy, - - - , v, son precisamente aquellas valoraciones de K | k cuyos

anillos de valoraciones contienen a S.

Lema 2.2.1. Sea K|k un campo de funciones y sean Oy, Os, - - , Oy, anillos locales
tal que k C O; C K y Fr(0;) = K para j =1,2,---m. Supongamos que ningin par
de anillos O;,0; (i # j) tienen anillos de valoracion en comin y que O C K es un
anillo local para el cual Oy N Oy ---NO,, C O. Entonces existe i € {1,...,m} tal que
0; C O.

Demostracion. Realizamos la demostracion por induccién sobre m. Para m = 1 el
resultado es claro. Dado que Oy, O, -, O,, no tienen anillos de valoraciéon en co-
min, por el Teorema de aproximacion; existe x € K tal que todas las valoraciones
arriba de Oq,0,,--- ,0,,_1 son suficientemente grandes en x y todas las valora-
ciones de O,, son suficientemente grandes en 1 — x. por Teorema 2.2.1 ,se tiene
entonces que x € O; N Oy---N O, C O. Ahora, si x € O es una unidad de O y
a € 0:N0s---NO,,_1, entonces para n suficientemente grande se tiene que ax™ € O.
Como zx es invertible en O se sigue que a € O, es decir; O1 N Oy---N O, C O,
luego por induccion existe i € {1,2,....,m — 1} tal que O; C O. Si z € O no es una
unidad en O, entonces 1 — x si es una unidad en O y de manera similar se muestra

en este caso que O,, C O completando asi la demostracion. |
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Lema 2.2.2. Sean K|k un campo de funciones y S un subanillo semilocal de K con
Fr(S) = K tal que k € S C K. Sea M = {my,...,my} el conjunto de todos los

tdeales maximales de S, entonces

S= () Sn

meM
donde Sy es la localizacion de S en m.
Demostracion. Es claro que S C () Sn. Sea x € ) Su entonces x = §= donde
am € S, by € S pero by, ¢ m. Ahora z = pr=¢conabes (b # 0). Consideremos

elideal I = S -bde S. asi, ab, € I. Dado que I = q; N ---Nq, con cada q; ideal
primario de S, se tiene que ab; € ¢; para cada i = 1,2, ...,n. Como b; ¢ m para cada
m € M concluimos que a € q; para cada i; es decir, a € I. De esto es claro que
x € S, completando la prueba. |

Como lo hemos dicho antes, estableceremos una correspondencia biyectiva entre
las ramas centradas en un punto P, con los ideales maximales de (5]3, la clausura
algebraica del anillo local Op. Este hecho, serd de gran utilidad mas adelante. Sean

V1, ..., Up € X las ramas centradas en P. Entonces, la clausura algebraica de Op
Op=0,N---NO,,

es un dominio de ideales principales. De otro lado; es sabido que Op es un anillo

semilocal de K, ( por Teorema 2.2.1). Asi por Lema 2.2.2 se tiene:

6P = ﬂ (OP)m

meM

donde M = {my, my,...,m;} es el conjunto de todos los ideales maximales de @p.

Sea Sy, := ((jp)m. Mostremos que k& = n. Supongamos que k < n. Entonces
Op1 N Oy2---NOut N Oppg1 - NOyp, =51 NS~ NS C S

para j = 1,2, ..., k. Por el Lema 2.2.1, existe ¢ € {1,2,...,k} tal que O,, C S;. Sin
pérdida de generalidad 7 = j. Ahora como O,, es un anillo de valoraciéon de K|k por

Teorema de extension se tiene que O, = S;. Asi

Opy+ MOy NOyyy N0y, =0y N Oy, - N O,

Vk+1

Por tanto, O,, N O,,---NO,, C O

Jj € {1,2,...,k} lo cual es absurdo. De manera analoga se muestra que n < k

y se tendria que O,, C O para algin

Uk+1| Vk+1

tampoco es posible, lo cual significa que k = n. |
Como conclusién tenemos lo siguiente.
Para cualquier punto P € X, existe una correspondencia entre los ideales

maximales de Op y las ramas centradas en P.
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El siguiente teorema, aunque técnico, nos permite definir el Grado de singularidad
en un punto P de la curva X. También, estari presente en miltiples resultados, e

incluso para llegar hasta Riemann-Roch.

Teorema 2.2.2. Seqa K|k un campo de funciones algebraicas en una variable. Sea A
un anillo tal que k C A C K y K = Fr(A) es el campo de fracciones de A. Entonces

dzmk(z) < 00
donde A denota la clausura algebraica de A en K.

Demostracion. Sea x € A\k ( tal elemento existe. En efecto, si suponemos lo con-
trario, se tendria que A C k. Dado que k es un campo y K = Fr(A), se tiene
que K C /;:, de esto, k = K. asi la extension K|k seria algebraica, absurdo). Sea

B := k[z]. Mostraremos que B es un dominio de Dedekind. En efecto:

» B es integramente cerrado en K. Sea a € K. Dado que [ Dk(x)] <
existen h;, g; € k [x] tal que 0 = a™ + (%)am_1 + (22) A"+ (q—m) don—
de g; # 0 para cada i. Sea g = g1- . Tenemos 0 = 0 - ¢™ = (ag)™ +

hl(gll)(ag)m '+ +h m(d- ) Esto muestra que ag es entero sobre k [z], y asi;
a= g, donde be By g€ k[ ]\0. En particular, K es el campo de fracciones

de B y por tanto, B es integramente cerrado en K.

» dim B = 1. Dado que la extension de anillos B|k [x] es entera se tiene que
dimB = dimk [x]

([15], proposicion 9.2) y esta ultima siendo 1; pues k[x] es un DIP que no es

un campo.

» B es un dominio Noetheriano. B es un k[z]—moddulo finitamente generado,
digamos que B = )", k[z]b;( para una prueba, ver [15], Corolario 13.13 y
proposicion 13.14). En particular podemos escribir B = k[z, by, b, ..., by,], asi

por el Teorema de la base de Hilbert se sigue el resultado.

De otro lado, tenemos el siguiente hecho.

HECHO. Si C es un dominio de Dedekind y D es anillo tal que C C D C Fr(C)
entonces D también es un dominio de Dedekind. Para una prueba de este resultado
ver |9]

Si A- B denota el subanillo de K generado por A J B, entonces por el hecho anterior;

A - B es un dominio de Dedekind. En particular; A - B es integramente cerrado en
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Fr(A- B) Fr(A) = K y por tanto A C A-B = A-B. De otro lado, como A C A
y B k[ ]C A entonces A- B C A. De ahi donde A- B = A.

Ahora, dado que A-B = {> a;b; : a; € A, b; € B} y B =>"" klz]b; podemos decir
que A =S Ab;. asi, podemos escribir b; = % con h; € Ay f € A\0.

Sea J := {g cAd:g-AC A}. Tenemos luego J es un ideal en A y en A. En

particular, J es un k-subespacio de A distinto de cero; pues f € J. La aplicacion

natural % — % es un epimorfismo k-lineal; de esta manera
A A
dimi— < dimy—
kg S s

Si J = A, el resultado se cumple, luego podemos suponer que J # A. Ahora
J = P['Py?...P'm donde m > 1, los P; son ideales primos no nulos de A,( y
por tanto maximales pues dimA = 1), distintos dos a dos; y cada r; es un entero
positivo.

Por el Teorema del residuo chino, la aplicacion natural

——>Hpn

es un isomorfismo de anillos, y en particular k-lineal; luego

dzmk

Ahora, para cada i, el campo L; := é es un k-espacio vectorial; y por tanto

A
Py

7 T
P

Ahora consideremos las siguientes dos afirmaciones.
Afirmacién 1. Si A es un dominio de Dedekind y Q es un ideal primo no nulo de

A (luego maximal), entonces dim a 2- agr = N para todo n > 1.
A

Prueba Notese que Q%H es de manera natural un a—espacio vectorial. Luego

dima =2~ dzmA— + dima Para que la afirmacién uno quede probada,

Q"
Qn+1
r = 1 para todo j > 1, lo cual se hace por induccion sobre n.

Qn+1
basta ver que dima Q?Jr
El cason =1 es tr1v1a1
Por factorizacion tinica de ideales, Q7 # Q'*1. Sea z € Q/\Q’*!. Queremos probar
que % = % - Z o equivalentemente 7 = @Q’T! + Az. Para esto; note que; si P
es un factor primo del ideal Q7T + Az entonces Q’T! C P. Luego Q C P y asi
Q) = P por la maximalidad de Q. Por tanto, Q" = Q"' + Az, con r > 1. Notar
que Q° C Q" implica que s >t ( de lo contrario, s < ¢, entonces multiplicando por
el ideal fraccionario (Q~')* obtendriamos A C Q'* lo cual es absurdo). Con esto
tenemos que j + 1 > r. Note que r = 7 + 1 no es posible, pues en tal caso z = 0 lo

cual es absurdo. asi que j > r. De esto Q" O @7 O ’*!. Dado que z € Q", se tiene
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que r =j
Afirmacion 2. Si Q es un ideal primo no nulo de A, entonces dimk% < 0.

. ., A A . . .
Prueba. La aplicacién natural 8 — QTQ es un isomorfismo k-lineal (pues si
Q

t € A\Q entonces 1 = b+ctconb e Qyece A Luego%—% = %’ € fo@,
probando, asi la sobreyectividad). Como A es un dominio de Dedekind entonces Ag
es un anillo de valoracion de K ([16] Teoremas 6,7 y 8) y como k §~A~Q, entonces
Ag, es de hecho, un anillo de valoracion de K|k y por tanto dimk;TQb < oo ([10]
Proposicion 1.1.14)

De esta manera, el teorema queda probado. |

Corolario 2.2.1. Para cada P € X, se cumple que dimk(g—i) < 00.

Definiciéon 2.2.1. Para cada P € X, se define el grado de singularidad de P como

el entero

.0
5}3 = dlmk(o—i>

Ejemplo 2.2.1. Sea X una curva algebraica completa , geométricamente irreduci-
ble, no-singular, con campo de funciones dado por K|F,. Sea S = {Q1,Qa,..,Qm}
m puntos racionales de X con m > 2. Sean ng,,ng,,..,Ng,, M enteros positivos.
Consideremos el anillo local Op, := k + Fp, de K|F,, donde Fp, estd dado por

Fp,={r € K: vg(x)>ng, Q€S},

donde vg es la valoracion asociada al anillo Og. Emziste una curva X algebraica
completa , geométricamente irreducible, no-singular, con campo de funciones dado
por K|F, que tiene un sdlo punto singular en Py, con anillo local isomorfo al anillo
Op, (ver [6], teor. 5). Se nota que Fp, no es mds que el conductor del anillo Op, en
Op,. Dado que, Fp, C Op, C 6]30, se tiene

. . Op . Op
dim,—2 = dim 2+ dim 2
g ‘FPO g OPO : ‘FPO

Z ng = 5130 +1

ast que,
op, = Z ng — 1.
Qes

Ahora, nos propondremos definir el grado de un divisor a. Pero antes, consideremos
lo siguiente. Sean a y b divisores de X, tal que a > b. Fijemos un punto P de X.
Como 6]3 es un D.I.P y ademas un dominio de Dedekind, se concluye entonces que,
(ap: 613) = 2Op con 2 € (ap : (51:). Sea p; el i—ésimo ideal maximal de Op. Dado
que, (bp : (51:) C bp C ap, es claro que,

. ap . ap
dim,— < dimp—————
ka o k(bpl@p)
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Note que B
zZap Op

= — =
Z(Clp : Op) ZZ/OP

donde z es un elemento de Op diferente de cero, con la propiedad, zap C Op. Por

Teorema chino del residuo

I~ - nlx Nm
22/Op  P1 m

de modo que

m
. ap . Op
dim,— < dimp—— < 00

De esta manera, tiene sentido definir el Grado de un divisor por las siguientes pro-

1

piedades:
1. deg(O) = 0.

2. deg(a) —deg(b) = >_ pcy dimy 2.

siempre y cuando a > b.

Para cada funcién racional z € K* definimos el Divisor principal de z, como:
div(z) = H 2 1Op.
pex

Consideremos el siguiente k-espacio vectorial:

L(a):= () ap = {z € K|div(z) -a> O}
PeXx
Para que éstas definiciones y notaciones tengan una relacion con el trabajo de Rosen-

licht [R], asignamos a cada elemento Y npP del grupo libre, abeliano; generado por
los puntos no singulares de X’; el divisor localmente principal cuya P—componente
es igual a (my,) " (respectivamente, Op ) cuando P es no singular (respectivamen-

te, singular), donde m,, es el ideal maximal de Op.

En este punto, podemos preguntarnos que relacion hay entre los divisores de X’ y los
de X. La respuesta a esta pregunta, es de hecho, el punto fundamental para pasar del
modelo no singular X al X', o viceversa. Para establecer esta relacion, necesitamos

primero un par de definiciones.

Definicion 2.2.2. (O—divisor) Decimos que un divisor

a:Hap

pPex
de X es un O—divisor, si cada componente ap es un ideal fraccionario de Op y

ap = (5p para casi todo P € X.
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Definicion 2.2.3. (Divisor de X) Un divisor del modelo no-singular X, es un

producto formal

A=TJ A

veX
donde A, es un ideal fraccionario de O, y para casi todo v € 2?, A, = 0,.
Sea v € X. Como el anillo asociado a la valoracion v, O,, es un dominio de Dedekind,
se sigue que cada ideal fraccionario A, de O, tiene la forma

)

Av =m,

De esta manera, un divisor A de X tiene la expresion
A= H m, ™.
ve)?

Ahora, establezcamos la biyeccién que se habia mencionado. Dado un divisor A de

A= H m, "

X
veX
se sigue que A se puede factorizar en la forma

A= H Hmv‘””.

PeX v|P

Sean P € X y vq,...v,, las m valoraciones encima de P. Se sabe que Op tiene

exactamente m ideales maximales, digamos que son pq, ..., p,,. Consideremos

ap := plfnvl e pm*nvm (21)

y se define

a— HClP.

pPex
Es decir, dado un divisor A de /'R lo identificamos con el O—divisor a construido.

Reciprocamente, dado un O—divisor a, digamos
a= Lo

entonces ap = p;~ "1 -+ - P, ", ya que ap es un ideal fraccionario del dominio de

Dedekind (’)Np. Por tanto, a este divisor a, se le asocia el divisor de X

A= H Hmv‘”v.

PeX o|P

De esta manera, se establece una relaciéon biyectiva entre divisores de X y O—divisores

de X. Note que el divisor estructural de X se corresponde con el O—divisor

612 H 6]3.

PeX
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2.3. Paraleletope y Adeles

En esta seccion, se agrupa todas las ideas expuestas hasta el momento y se procede
a dar la demostracion del Teorema de Riemann-Roch para curvas singulares. Para
esto, debemos introducir la nociéon de paraleletope y adeles. Sea P € X' y vy, ..., U
las ramas de X centradas en P, entonces

OpCOp=0,N---NO

Um

donde Op es un dominio de ideales principales cuyos ideales maximales se corres-

ponden biyectivamente a las ramas vy, ..., v,,. Por definicion

o~ <
Op :=lim,, Op/m,"

~ -
Op =lim,, Op/(p1p2- - pm)"

siendo p1,po, ..., P los ideales maximales de 6P. Como 613 es un Op-modulo fi-
nitamente generado (se sigue de la demostracion del teorema 1.1) por el Lema de
Artin-Ress (ver [17] teorema 10.11 pag.107), la topologia de Op es inducida por la

topologia de (513, teniendo asi @p C 613, luego se sigue facilmente que

—

dimkqp = dzmk% =dp < 0.
Op OP

Ahora, por el Teorema chino del residuo

OP OP Op
(Pipa- - pm)" BT Pm .
Ademas, para j = 1,2,...,m, afirmamos que si m,, es el ideal maximal de O,,,
entonces "
& o~ O”J'
my - my
En efecto: Consideremos la aplicacion canoénica ¢ : ra >
J vj
. Oy, . .
guiente forma, ¢(z + p) == = + my . Ast x +my = y+my en 2L siy solo si

v
T —Y € my = O, Np}siysolosiz+p] =y+p]en ; Luego, la aplicacion esta
bien deﬁmda y es inyectiva. Mostremos la sobleyectlmdad Siy € O,, veamos que
existe x € (’)p tal que = + m, =Y+ myg es decir; x —y € My, O equlvalentemente
vj(z —y) > n, donde v; es una valoracion de K|K asociada al anillo O,,. Por el
Teorema de aproximacion, existe € K tal que v;(x) > O parai # jy vj(r—y) >n

con esto, x € Op terminando la justificacion de la afirmacion. De manera que
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(p1p2- - Pm) Py m
~v O'Ul Um
= - X
my, my

y tomando limete inverso en 2.2

= OP Ny Ovl Ov
lim ——Y lim (22 x .. x Lo

I

(Pip2- - Pm) my, i
N v - V.
= lim —% x - X lim —=
n n
V1 Um,

obteniendo asi

OngmX'-'XOvm.

De otro lado, sea v una valoracion de K|k, se define key = k((t)) como las series de
potencias formales de Laurent donde t es un parametro local uniformizante.

Ahora, si ap es la P-componente de un divisor a de X’; se tiene

—
-~

ap = Op =0y, X -+ x O, > ky Xky - Xky,

ya que por el Teorema de la estructura de Cohen @vj = E[[t]] C k((t)) siendo k[[t]]
el conjunto de series de potencias. Si denotamos para cada P € X

v|P

se puede ver entonces que

T <= T[T 1% =] (2.3)

Pex PEX o|P veX

De esta manera, podemos defnir el paraleletope de un divisor a y la k-algebra de

adeles como sigue:

Definiciéon 2.3.1. (Paraleletope) Para cada divisor a de X, se define el paralele-

tope de a, como el producto cartesiano

AMa) =[] a»

pPex

Definicion 2.3.2. (Adeles) El dlgebra de adeles de K|k es la k-dlgebra definida por

Z[E = {(x,) € H ky: ©(z,) >0, para casitodo ve X}

vEX

donde v es la extension de v en k,.
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—_—
Cabe decir que las operaciones definidas en Agy, son las naturales, esto es:

(@) + () = (20 +00)
(xv> ’ (yv) L= (xv : yv)
c(xy): = (cxy)

para toda constante ¢ del campo k.
Notacion: En vez de escribir Agji, escribiremos simplemente A. Segtin la relacion
2.3, se puede ver el paraleletope de a, como una subalgebra de Agj;. Similarmente,

—_—
el campo K, serd considerado como una subalgebra de Ag;, ya que

K%@

z — (2y)

donde z, = z para todo v € X. De hecho, se trata de una subdlgebra, ya que como
es sabido, toda funcién racional x € K tiene s6lo un nimero finito de polos.

Con esta notacion, es facil ver que

L(a) = Aa)[ K.

Como siempre sucede en matematicas, al tratar de generalizar un concepto o un
resultado, se tiene por apoyo o como base, la situacion que se quiere generalizar.
Pues bien, el siguiente teorema es en este caso, el punto de apoyo que nos permite
generalizar el Teorema de Riemann-Roch para curvas singulares. Como es costumbre,
para cada divisor a de X’ se denota por i(a) la dimension sobre k del espacio cociente
m y {(a) := dim;L(a). Lo mismo vale para los divisores del modelo no-singular

X, es decir, i(A) = dimi iz ¥ ((A) = dimiL(A).

Teorema 2.3.1. Sea A un divisor de X y a el O—divisor de X correspondiente,

entonces

Aa) = A(A).

(a) = i(A).

((a) = ((A).

Demostracion. Segtin la correspondencia y la construccion hecha antes (ver pa-

gina 17) se sigue facilmente que
6; = H Av
v|P
ya que m,, = p;, N O,,. Asi

Ma) = [T T2 = [] & = AcA).

Pex ’U|P UE-)?
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Tenemos que i(a) = dimpA/(A(a) + K) = dim A/(A(A) + K) = i(A).
((a) = dimiL(a) = dimpA(a) K = dimA(A K =0(A4). 1
Veamos que todo esta preparado para llegar al proposito de este capitulo. Sea a un

divisor cualquiera de X, entonces

a:0<a<a-O (2.4)

siendo (a: 6), el mayor O—divisor de X que cumple la relacién 2.4. Similarmente,
a- O es el menor O—divisor de X que cumple la formula 2.4. De esta relacion, se
deduce que i(a) y ¢(a) son finitas. En efecto:

Como a < a- O, se sigue entonces que A(a)( | K C A(a- (5) N K, asi es claro que
(a) < l(a- O)) < oo, por Teorema 2.3.1 y aplicado en el caso no-singular. Ahora,

en vista de que (a: Q) < a, implica entonces que

AMa:0)+ K CAa)+ K

y por tanto, el homomofismo natural

A/(Ma:O)+ K) — A/(A(a) + K)

es sobreyectivo. Luego, i(a) < i(a: @) < oo por Teorema 2.3.1 y aplicado en el caso
no-singular.

Note que el homomorfismo natural

—

AMa) — DX
Pex bp

(zp)pex = (.. 2p +51;, )

induce el isomorfismo

Ma) _ o @p
A(b) — D o

para dos divisores ay b de X con a > b. De modo que,

. A(a . ap
dzmkAEb; = Zdzmkxp

Es decir,

Afa)
A(b)

dimy, = deg(a) — deg(b) (2.5)



CAPITULO 2. TEOREMA DE RIEMANN-ROCH 20

Con estos resultados, estamos en condiciones para mostrar entonces el siguiente

teorema.

Teorema 2.3.2. (Teorema de Riemann-Roch para curvas singulares) Cada

divisor a de X satisface

((a) = deg(a) + 1 — g +i(a)

donde g :=i(O) es llamado el género aritmético de X

Demostracion. Es claro que la aplicacion

Como

Aa) o Ma)/Ab)

A(b)+ L(a) A(b)+ L(a)/A(b)

se tiene la siguiente secuencia exacta

A(b) + L(a) Ala) Ala)+ K

0= =) T Ab) A+ K
Pero,
Ab)+L(a) ,  L(a) _ L(a)
Ab)  Ab)nL(a) L(b)

asi, vemos finalmente, que la secuencia

L(a) Ala) Ala)+ K
0= Zb) T Ab) A =K

es exacta. De estas relaciones se concluye

~ ANa) . L(a) . ANa)+ K
dzmkA(b) = dzmkﬁ(b) —i—dzmkA(b) e
Observe lo siguiente,
mm%%}%:a@—mg
ya que
A N (A/A(b) + K)
Aa)+ K (A/(Aa) + K)/A(b) + K)’

deg(a) — deg(b) = ((a) — {(b) +i(a) —i(b)
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Por tanto,
deg(a) — ((a) — i(a) = deg(b) — ((b) — i(b)

para cualesquier para de divisores ay b de X con a > b. De hecho, si ay b son
dos divisores arbitrarios de X y ¢ es un tercer divisor de X', con ¢ mayor que ay b,

aplicando el mismo razonamiento anterior, se tiene

degla) — ((a) — i(a) = deg(e) — ((c) — i(c)
= deg(b) — ¢(b) — i(b).

Como conclusion, deg(a) — ¢(a) — i(a) no depende del divisor a. En particular,
deg(a) — l(a) — i(a) = deg(O) — L(O) — i(O) = —1 —i(O). asi queda mostrado el

teorema. [ |

2.4. Consecuencias del Teorema de Riemann-Roch

Esta seccion, esta dedicada a considerar ciertas consecuencias inmediatas del teo-
rema 2.3.2. algtinas de ellas, la formula de Hironaka 2.4.1, y la definicion 2.4.2 del
divisor de una direfencial A, entre otras. Consideremos inicialmente un par de resul-

tados que utilizaremos para hacer cuentas mas adelante.
Corolario 2.4.1. Para cada z € K*
deg(div(z)) =0

Demostracion. Sean h € K* y b = div(h) entonces hb = O. De manera que,
hL(b) = L(O) y por tanto £(b) = ¢(O). También hA(b) = A(O) y luego i(b)) =
i(0). Utilizando el Teorema de Riemann-Roch

((b) =deg(b) +1—g+i(b) =((0O) =deg(O) +1—g+i(O)

asi, deg(div(z)) =0 1

Corolario 2.4.2. Si deg(a) < 0, entonces L(a) =0

Demostracion. Supongamos que existe h € L(a) \ {0}. Entonces, div(h)-a> Oy
por tanto deg(div(h) - a) > 0, es decir, deg(div(h)) + deg(a) = deg(a) > 0. |

Corolario 2.4.3. Sea a un diwisor de X, y x € K diferente de cero. Entonces

deg(div(x) - a) = deg(a)
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que 2 tap C Op para
todo punto P € X, con x € Op. De manera que deg(div(x) - a) C O. Asi

deg(O) — deg(div(z) - a) = Z dimy, Or

= deg(div(z™") — deg(a)
= 0—deg(a).

Al entero g, el género del modelo no singular X , es llamado el género geométrico
de X.

Teorema 2.4.1. (Férmula género de Hironaka)
g=9+ Z op.

Demostracion. Sea A el divisor de X que se corresponde con el (’3—divisor, Ode X.

Por el Teorema de Riemann-Roch se tiene que

0(0) = deg(O) +1 — g +i(O)
U(A) = deg(A) +1—G+i(A)

restando estas dos ecuaciones y teniendo en cuenta que deg(A) = 0 se llega a que
deg(@) — g+ g = 0 quedando asi demostrado el teorema. |

Uno de los conceptos importante en geometria algebraica y para este trabajo, es
el concepto de "diferencial". Este concepto se presenta a continuacién y es bien
conocido en geometria algebraica. Fn el proximo capitulo se retoma constantemente.

Por el momento, tenemos la siguiente definicion.

Definicion 2.4.1. Por una diferencial de Weil de X (o simplemente una diferencial)
se quiere decir un funcional k-lineal Ag, — k que se anula sobre A(a) + K para

algun divisor a de X .

Dado que
Ala: O) C Ala) C Ala-O)

esta nocion de diferencial, s6lo depende del modelo no-singular X. Es decir, es claro
que si A es una diferencial de X, lo es también también de X, (se entiende por
diferencial de X, a una diferencial de Q x|k en el sentido clasico) y viceversa.

Sea 2(a) el conjunto de todas las diferenciales que se anulan sobre A(a). Evidente-
mente €(a) es un k-espacio vectorial.

Como en la version clasica del teorema 2.3.2 en términos de diferenciales, también

se tiene lo siguiente.
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Teorema 2.4.2. Sea a un divisor de X. Entonces i(a) = dimyS2(a)

Demostracion. Dado que A/(A(a)+ K) y k son k-espacios vectoriales finito dimen-
sionales, por Teorema de algebra lineal se tiene que A/(A(a)+K) = Homy,(A/(A(a)+
K), k). Con esto, basta mostrar que Homy(A/(A(a) + K), k) = Q(a). En efecto, sea
01,02, ...,0;a) una base para Homy(A/(A(a) + K), k) y sea ¥ : Homy(A/(A(a) +
K), k) — Q(a) la transformacion lineal dada por ¥(4;) := ¥s,, donde W5, : A — k
esta definida por Vs (x) := 0,;(Z) para cada j = 1,2,...,i(a). Es claro que ¥ esta
bien definida. Veamos que Ws,, Us,, ..., Uy, - es una base para Q(a).

Sea A € Q(a). Definamos A : A/(A(a) + K) — k la aplicacion dada por A(z) :=
A(z). Con esto, A esta bien definida pues, si Z = ¢ entonces x —y € A(a) + K por
tanto, A(z) = A(y) ya que A € Q(a), es decir, \(Z) = A(y) y es evidente que A
es k-lineal. Asi, A\ € Homy(A/(A(a) + K), k), luego A\ = Z;g a;0;. Dado z € A,
7 € A/(A(a) + K) entonces A(z) = A(@) = S0 a;0;(7) = Y1) ;5 (x) de esta
manera se concluye que \ = Zé(al a;WUs..

Si Z Oé]\Ifg = 0 entonces para cada z € A, 0 = Z;g Vs () = Z;(a% a;0;(Z).
Luego, Zl(ai a;0; = 0. Dado que 41,03, .., 0;) es base; se cumple que o; = 0 para

todo j. En conclusion, ¥; , ¥s,, ..., Us = es base para §2(a) y esto demuestra el teo-

rema. | "
Uno de los puntos centrales de esta seccion, es definir el divisor de una diferencial A
diferente de cero. Este divisor, esta relacionado directamente con resultados impor-
tantes como el Teorema de dualidad local 2.4.4 y la ley de reprocidad. Para esto,

consideremos previamente los siguientes resultados.

Lema 2.4.1. Sea a un divisor de X y b un divisor de X localmente principal,
entonces deg(a - b) = deg(a) + deg(b)

Demostracion. Supongamos que b =[], 2pOp. Note que

a-b= H:L’pap

pPex

Para cada P € X, existen zp € Op diferentes de cero tal que zpap C Op. Sea
z = [Ipex 2P, (note que, zp = 1, para casi todo punto P € X'). Luego, zap C Op.
De modo que

s:=div(z')-(a-b) < b.

Luego,
l’pOp
deg(b) — deg(s) = Z dimyg( (2.6)
Pex prap
= Z dimyg( (2.7)
Pex ZaP
pero
deg(O) — deg(div(z™") - Z dimyg(
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Igualando estas dos tltimas relaciones , obtenemos, deg(b) — deg(s) = —deg(a).

Pero claramente, deg(s) = deg(a - b), terminando asi la demostracion. [ |

Lema 2.4.2. Sea a un divisor de X y b un divisor de X localmente principal,
entonces deg(a : b) = deg(a) — deg(b)

Demostracion. Observe simplemente que b-(a: b) = ay aplicael Lema 2.4.1 N

Teorema 2.4.3. Sea a un divisor de X. Si Q(a) # 0, entonces deg(a) < 2g — 2

Demostracion. Sean A € (a) diferente de cero y b un divisor de X’ localmente
principal, con deg(a) < deg(b). Luego, deg(a : b) = deg(a) — deg(b) < 0 y por
tanto ¢(a : b) = 0. Para cada z € K, se define el operador zA como: zA(x) := A\(zx),
para todo v € A. Es evidente que zA es un funcional k-lineal de Agj, en k. Sean
21, 29, ..., Zm Una base para L(b). Luego, 21\, 22\, ..., z, A € Q(a: b) son linealmente
independientes. En efecto, si z € A(a: b) + K entonces t =y + z con y € A(a: b)
y z € K. Para cada j = 1,2, ...,m se tiene que z;z = z;y + z;z € A(a) + K (se sigue
de la definicion) por lo tanto z;A\(z) = A(z;x) = 0 de modo que z;\ € Q(a: b) para
g=12 .. m.

Para mostrar que son linealmente independientes, supongamos que

Z Oéj(Zj)\) =0
j=1

Dado z € A, 0 = Y770, aj(zA)(z) = D00, ayA(zw) = AT, ayziz). Como A
es diferente de cero se sigue que Z;nzl a;zj = 0y asi ;j = 0 para todo j; pues
21, 22, ..., Zm €s una base. Ahora, por lo anterior es claro que ¢(b) < i(a : b) y al

aplicar el Teorema de Riemann-Roch a los divisores by (a: b) se tiene

¢{(b) = deg(b)+1—g+i(b)
l(a:b) = degla:b)+1—g+i(a:b)

por lo cual,
¢(b) —i(a: b) =deg(a) +2—2g+i(b) <0.

En conclusion, deg(a) < 2g — 2. |

Corolario 2.4.4. Sea A una diferencial no nulo de X, entonces existe un paralele-
tope A(C) mds grande en el cual \ se anula, es decir; existe un tunico divisor C de

X tal que para cada divisor a de X wvale

a<Ce e Qa).
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Demostracion. Obviamente existe un divisor C de X para el cual A € Q(C). por
Teorema 2.4.3, deg(C) < 2g — 2. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
deg(C) es maximal. Sea a un divisor de X" para el cual A € Q(a). Para cada P € X se
define dp := ap + Cp, entonces se obtiene un divisor d para el cual d > C y ademaés
A € Q(d) y asi por la maximalidad del divisor C se tiene entonces que C = d, en

consecuencia, a<(C W

Definiciéon 2.4.2. Sea A\ una diferencial no nula de X. Al 1inico divisor C dado por
el Corolario 2.4.4, es llamado el divisor del diferencial A y se denota por div(\). Es
decir,

div(\) :=C

Es sabido que las diferenciales de X forman un k-espacio vectorial 1—dimensional,

es decir,

dimKQK‘k =1

Veamos como esto afecta a los divisores de las diferenciales no nulas de X'.

Sea p otra diferencial de X’ distinta de cero, por tanto, A y p pertenecen a Qg (el

conjunto de todas las diferenciales de X ), que es un k-espacio vectorial 1—dimensional.
asi, existe un tunico h € K \ {0} tal que p = h\. Supongamos que M = div(u). En-

tonces, para cualquier x € A(div(h)-C) se tiene que u(x) = hA(xz) = A(hx) = 0 pues

hx € A(C). En consecuencia div(h) - C < M. Similarmente; h~'y = A obteniendo

que div(h™') - M < C o equivalentemente M < div(h) - C. De esto, M = div(h) - C.

Se ha mostrado que div(u) = div(h) - div(\) y como conclusion, la clase del divisor

C = div(X\) no depende de la escogencia de la diferencial distinta de cero A y se le

llama la Clase candnica. Mas ain, del razonamiento anterior se deduce que para

cada divisor a de X y para P € X vale

h\ € Q(a) & hap < Cp & div(h ™) -a<Ce he L(C: a).

Esto significa que, Q2(a) = L(C : a)\, y en particular, i(a) = ¢(C : a). Luego,
dimpQ(O) = £(C) = g. Ahora, aplicando el Teorema de Riemann-Roch al divisor C

obtenemos:

deg(C) =29 —2

ya que ¢(C : C) = 1. De hecho, para cada divisor a de X vale

O<(a:a)<0O

En efecto, sea z € (ap : ap). Se tiene que z - ap C ap. Como ap es un Op—ideal,
existe r € Op distinto de cero tal que r - ap C Op; luego rx-ap-Op Cr-ap - Op.

Como Op es un DIP, r - ap - Op = 2z - Op, para z = ra, con a, € ap - 0. Veamos
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que x-ép - 6]3. Sizy € x- 6]3 entonces ryz € r-ap - 61) =z- (5]3 luego xyz = zs
con s € (51: de ahi que zy = s € (5]3. asi x - 6p C 6]3, por tanto, x € (5p. asf,
(ap : ap) C Op y de esto, (a:a)C O. Ahora, k =L(0)C L(a:a) C L(O)=k ya
que si A es el divisor que a O le corresponde en el modelo no singular /'?, (el divisor

estructural) se tiene que:
UO)=4(A) =deg(A)+1—g+i(A) =1

y asi L(a: a)=k.

En lo que falta de esta seccion, y de este capitulo, se analizara las diferenciales a nivel
local, consiguiendo resultados importantes para este trabajo. De hecho, a continua-
cion se presenta el Teorema de dualidad local y la ley de reprocidad. Seguidamente,
algunas consecuencias o resultados que se desprenden de esto.

Sea P un punto de X. La P—componente de una diferencial A\, se define como el

homomorfismo composicion:

Ap o K = @7 ky, = A 2 k.

Se sigue de la definicion de C, que la P—componente Cp de C = div()), es el Op-ideal

mas grande en el cual el homomorfismo composicion

~

@?;lkvi — AK|k i) k

se anula en la completacion 5p. por Teorema de aproximacion el campo K es denso
en @ k,,. Luego, se concluye que Cp es el Op-ideal mas grande en el cual se anula
Ap, 0 equivalentemente Cp = {z € K : Ap(2Op) = 0}. De manera méas general, para

cada Op-ideal ap se tiene:

(Cp:ap)={z:Ap(zap) =0} (2.8)

Note simplemente que, Ap se anula sobre zap = zapOp si y s6lo si zap C Cp, es
decir, z € (Cp : ap). Para cada P € X se define

Q(Clp) = {,u S QK\k : dZ’U(,u)p D) Clp}

Se comprueba facilmente que Q(ap) es un Op-moduloy que Q(ap) = {p : pp(ap) = 0}.
Note que Q(ap) = (Cp : ap)X y que

Qa) = (] Qap) = L(C : a)A
Pex
Teorema 2.4.4. (Dualidad Local) Sea P € X. Si ap y bp son Op—ideales frac-

cionario, con bp C ap, entonces existe un isomorfismo de k-espacios vectoriales

Q(bp)

ap
H — k
Qap) — Homy(—, k)

br
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definido por p + Qap) — [(a+ bp)— pup(a)]. Equivalentemente, existe un k-

1somorfismo
(C : bp)
(C . Clp)

definido por ¢ — [a — Ap(ac)].

— Ho mk(E—P k)

Demostracion. Se considerar la aplicacion K — Homy(ap, k) dada por z — zAp,
siendo zAp el homomomorfismo zAp(z) := Ap(zx), para todo x € ap. Ahora, por

(1.10) el niicleo de la primera aplicacion es (Cp : ap), por tanto se tiene una aplicacion

inyectiva ﬁ — Homy(ap, k) y en particular, (Cpbp) Homk(“P k). De esta

(Cp:ap)
forma,
. (Cp . bp) ap
dimp(—=) < dim 2.9
k(<Cp : ap)) k(bp) (2.9)

Para mostrar el teorema, es suficiente mostrar la igualdad de las dimensiones. De-
notemos por a* := ap - Op y por b= := (Op : bp). Dado que (bp : Op) C bp C

ap Cap - 613, se obtiene
(Cp : a+) (Cp Clp) (Cp bp) (Cp b~ )

entonces, de ahi se sigue por propiedades de algebra lineal que

. Cp:b- . Cp:b- . Cp:bp Cp:ap
d d d d 2.1
ka(Cp:a+) ka(Cp:bp)+ ka(CP aP)—i— ka(Cp:a+) (2.10)
Similarmente

dimy(a* /b7) = dim(a™ /ap) + dimy(ap/bp) + dimg(bp/b7) (2.11)
Afirmacién 1.

C . b_ [] . C q .
CII: . bP) d@mk(bp) Yy dlmk(cl;—ai) = dlmk<ap/a+)

Mostremos esta afirmacion. Dado que b~ C bp, ap Ca® y bp C ap C a™, al aplicar

la relaciéon (2.11) llegamos a las siguientes desigualdades

1. dimy (§22) < dimy(32)

2. dimy,(§222) < dimk(“+)

3. dimy, (CP ) < dimy (& )

Con todo esto; se sigue que

, Cp:b b a’ b
dzmk(ci ; ai) + dim (bP) < dzmk(bp) +dzmk(bp)
dimi (=)
= TMp\ —
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En consecuencia;

. Cp . b bp CL+
. Cp b
= dlmk(CP : CL+)
. Cp:b~ . Cp:bp
= d d
ka(Cp : bp) + ka(Cp . a+)
De esta forma,
bp CP b
d <d
zmk(b ) zmk(cp : bp)

y asi se cumple la primera igualdad de la afirmaciéon. Para la segunda igualdad se
procede de manera anéloga.
Afirmacién 2.

Cp:b- CL+

En efecto: Dado que a™ y b~ son 6p—ideales, y 6}) es un D.I.P, se tiene que

at = a-Op yb- =p- Op para ciertos «, 3 pertenecientes a a* y b~ respecti-
vamente. Sea d := (Cp : 5p). Como d también es un 6p—ideal, existe 0 € d tal que
d = §-Op. Se observa facilmente que, (Cp : at) = (d:a™) y que (Cp: b~) = (d : b),

por esta razén se obtiene

(Cp:b7) (d:a™)

(Cp:a™) (d:b7)
_ (5 Op a - Op)
(6-Op:5-Op)
_ oflé((?p OP)
F=0(Op : Op)
_ 8-0
Oé'@p
b-
= a_+

De esta forma, queda demostrado la afirmacion 2.

Con las dos afirmaciones anteriores y las igualdades (2.12) y (2.13) se sigue inme-
diatamente el teorema. |

Con el Teorema de dualidad local, nos permite definir el siguiente concepto de "grado
local"para la componente P de un divisor a de X. Este concepto, nos lleva directa-
mente hasta la ley de reprocidad.

Se define la funcion Grado local degp, por las siguientes propiedades:
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1. degp(O) =0

2. degp(ap) — degp(bp) = dz’mk‘;—i

siempre y cuando ap O bp.

Por el Teorema de dualidad local se sigue que, degp(ap) + degp(C : ap) no depende
del Op-ideal fraccionario ap. Ya que si bp es otro Op-ideal fraccionario, considerar
un Op-ideal fraccionario dp tal que dp O ap y ademas dp O bp. Entonces, aplican-

do el Teorema de dualidad local, se tiene:

degp(Cp . ap) — d@gp(Cp . dp) = degp(dp> — degp(ap)
degp(Cp . bp) - degp(Cp . dp) = d@gp<dp> — degp(bp)

luego, haciendo la diferencia entre estas dos ecuaciones se tiene
degp(Cp : ap) —degp(Cp : bp) = degp(bp) — degp(ap)
es decir;
degp(Cp : ap) + degp(ap) = degp(Cp : bp)+ degp(bp)

como se queria. Ahora, note lo siguiente,

degp(Cp : ap) +degp(ap) = degp(Cp: Op) + degp(Op)
= d€gp(Cp)

teniendo
degp(Cp : ap) = degp(Cp) — degp(ap)

De manera que si bp es un Op-ideal fraccionario, tal que bp C Op v bp C ap,

entonces

degp(Cp : bp) — d@gp(CP : Clp) = degp(ap) — degp(bp)
degp(Cp . bp) — degp(Cp) = degp(Op) — degp(bp).

De este modo, tomando suma sobre P € X en las tultimés dos relaciones, se obtiene

deg(C : b) —deg(C : a) = deg(a) — deg(b)
deg(C : b) —deg(C) = deg(O) — deg(b).

Simpliflicando de estas dos relaciones, tenemos la siguiente relacion

deg(C:a) = deg(C) — deg(a).
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En particular,

deg(C: (C:a)) = deg(C)—deg(C : a)
= deg(a)

y como a < (C: (C: a)), deducimos la siguiente ley de reciprocidad

Reciprocidad Para cualquier divisor a de X', se tiene
C:(C:a) = a
En el caso especial, cuando a = O, se obtiene
c:¢) = O

Corolario 2.4.5. Para cualesquier par de divisores a y b de X wvale la relacion:

(C:b):(C:a))=(a:b)

Demostracion. Es claro que ((C: b) : (C: a)) > (a: b). De manera similar, se sigue
entonces que; ((C :a’) : (C:b’)) > (b’:a’) siendo a’:=(C:a)yb’:=(C:b).
Luego, aplicando reprocidad se sigue el corolario. |
Observacion. Reescribiendo el Corolario 2.4.5 |, dice que para cada P € X y cada
funcion z € K:

2Q(ap) C Q(bp) & zbp Cap



Capitulo 3

Polos de diferenciales regulares

Este capitulo, se enfoca principalmente en analizar el comportamiento de los polos
de una diferencial regular. Para este fin, se utiliza algunos resultados de los capitulos
anteriores. Un concepto importante para este capitulo es el de conductor de la curva
X. Para iniciar este nuevo objetivo, se necesitan algunas definiciones. En todo el

texto, X denota una curva, ver la definiciéon en la Secciéon 2.1.

Definicion 3.0.3. (Diferencial regular) Decimos que una diferencial A de X es
reqular en un punto P de X, si A € Q(Op).

Note que p es regular en un punto P, si up(Op) = 0, o de manera equivalente,
div(p)p 2 Op. Ademas,

Q(0p) 2 2(Op)

donde Q(@p) es el espacio de las diferenciales regulares en las ramas centradas en
P.

Definicién 3.0.4. (Polo) Sea v € X. Se dice que una diferencial X de X, tiene un
polo en v € X, si ord,(\) < 0.

Podria suceder que una diferencial regular de X tuviera poles en las ramas centradas

en puntos singulares. Para analizar el comportamiento de los polos, se estudia el

espacio Q(O) de las diferenciales regulares sobre X, modulo el espacio 2(O) de las

diferenciales regulares de X.

Teorema 3.0.5. Eziste un isomorfismo candnico

Q(0)/20) = @ 20r)/Op)

donde P recorre todos los puntos singulares de X .

31
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Demostracion. Para mostrar éste teorema, observe simplemente que la inclusiéon
Q(Op) 2 Q(Op) induce un homomorfismo inyectivo de Q(O)/Q(O) en la suma direc-
ta de los cocientes Q(Op)/Q(Op). Dado que dimyQ(O) = g y ademas dim;Q(O) =
i(O) = g, se sigue que

dim,(0)/QUO) =g —F= dp=_ dimpQOp)/QOp)

terminando la demostracion del teorema. [ |

Observacién. Ya se sabe que Q(Op) D Q(Op), pero en realidad, se tiene

Q(O0p) = QO) +Q(Op).

En efecto: La inclusion 7 D 7 es clara. Para mostrar la otra inclusion, sea u € Q(Op),
y consideremos el elemento U = (0, .., u + Q(ép),O, ., 0) € @%.
3.0.5, existe A € Q(O) C Q(Op), tal que si ¢ es el isomorfismo canénico dado en
el Teorema 3.0.5, se tiene entonces que ®(X) = U, es decir, A + Q(Or) = QOR)
para R # Py A+ Q(Op) = pu+ Q(Op). De esta tltima igualdad se desprende que

a:=\N—pu€ Q(@p), asi que = A — a, completando la inclusion.

Por Teorema

Se sigue del Teorema 3.0.5, que es suficiente con estudiar los polos de los diferenciales

p € Q(Op) en las ramas centradas en P.

Definicién 3.0.5. (Conductor) Se define el conductor de la curva X, denotado

por f, como el O-divisor de X
fio= (0:0).

Asi, el conductor de X, es el O-divisor de X' mas grande de los O-divisores que son
menores que O.

El siguiente teorema, relaciona la P-componente de un divisor C para una diferencial,
y el conductor. Esta relacion, caracteriza los anillos de Gorenstein en el sentido

siguiente.

Definicion 3.0.6. (Anillo Gorenstein) Un anillo local uno-dimensional Op se

llama un anillo de Gorenstein, si

@)
dimp—= = &p.
fp
Denotemos por ap~ = (ap : 6})) yapT =ap- Op para cada Op-ideal ap. Con esta

notacion, se sigue que
fp = (OP . 6p)
= ((Cp:Op): (Cp:0Op))
(Cp . Cp)
( )

Cp . CpJr
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para la ultima igualdad, de hecho, para cualquier Op-ideal ap vale, (ap™ : ap) =

(ap : ap™) ya que:

A (Clpi : Clp) zap C ap~
zap-Op Cap

zapt Cap

(O

A (Clp : Cler)
En conclusion, fp = (Cp : Cp").

Teorema 3.0.6. Con la misma notacion de arriba, se tiene: Cp~ = fp-Cp. Ademds,

fp Op

y la igualdad se cumple si y solo si Cp es principal

Demostracion. Dado que Cp es un Op-ideal y 6]3 es un dominio de ideales prin-
cipales se tiene que Cp - (75p = cp- (5p para algin cp € Cp - (5p. asi que, fp =
(Cp : Cpt) = (Cp : cp - 6]3) =cp ' (Cp: 513) = cp ' Cp. Luego cp - fp = Cp.
Como fp es un 5p—idea1 fraccionario se tiene pues que fp - (513 = fp. Por tanto,
Cp=cp-fp=cp-Op-fp=Cp-Op-fp=Cp-fr
Ahora,

@g cp-Op ch‘Op - Cp

fp cp-fp Cpm ~ Cp~
de esto, es claro que dimk% < dimkci—’l = dimkg—i (esta ultima igualdad por dua-
lidad local) y que la igualdad se cumple si y solo si Cp = ¢p - Op es decir, si y solo

si Cp es principal. |

Para el resto de esta seccidon, se asumird que el campo constante k es algebraica-
mente cerrado. Como es usual, por la formula del residuo; los diferenciales de Weil
son identificados con las formés diferenciales. Esto es, si () es el conjunto de todas

las formas diferenciales de K|k, entonces la aplicacion ' — €, dada por

w i ((20)pex — Zresv(sz))

resulta ser un isomorfismo. De esta manera; la P-componente de una forma diferen-

cial p de K|k esta dada por

MP(Z) = M((Zv)ve/f) = ZT@Sv(ZM)

v|P
donde z, = 0, para toda valoracion v de K|k diferente de las ramas centradas en P

y esto es cierto, para todo z € K.
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Para iniciar el estudio del comportamiento de polos de las diferenciales regulares, se
tiene previamente lo siguiente.
Para cada © = 1,2, ...,m, sea p; el i-ésimo ideal maximal del D.I.P 6}3 = ﬂvmlp 0.,
es decir,

P, = {z € Op: ord,,(z) > 1}.

Se escribira

fpi=pl'py - ply
donde los exponentes f, ..., f,, son entero no negativos. Para estudiar el comporta-

miento de polos de las diferenciales regulares, se considera el conjunto

R :={(ordy, (1), ...,;ord,, (1)) : p € QO)\ {0}} C 2™,

Afirmacién. El conjunto R es finito.

Razoén. Sea (1,7, ...,7,) € R. Luego, existe p € Q(O) \ {0}, tal que r; = ord,, (1)
para cada j = 1,...,m. Dado que fp C Op, se sigue que Q(Op) C Q(fp), y por tanto
p € Qfp). asi Cp D fp y con esto, Cp D fp. Como

m

_ _ —ordy,
fp=Tfr S Cp :Hpi )

i=1

se sigue para j = 1,2,...,m que

ry 2= fj. (3.1)
Luego,
= ordy, (1) <Y fi = dimi(Op/ fr). (3.2)
=1 i=1

P

Si div(p) denota el divisor de A en el modelo no-singular X, podemos escribir

cm = Zordv(,u) ‘v
veX
= Z Z ord, (i) -
PEX o|P
= Z ord,, (1) - v; + Z Z ord,(p) - v
i=1 P’ ol
es decir,
cm = Zordw(,u) - v + ZZOTCZU(M) v
i=1 P’ | P’

donde P’ corre en X', con P' # Py v € X. por Teorema de Riemann-Roch (aplicado

en el caso no-singular)
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—_——

29—2 = deg(div(p))

= i ord,, (u) + Z Z ord,(
P o|P!
= T +ry+. +rm—|—220rd
P’ | P’
Asi,
20—2 = r1+7’2+...+rm+220rdv(u) (3.3)
P o|P!

De otro lado, por 2.4.1, se tiene 29 —2 =29 — 2+ 2}, dp y remplazando en la

formula (3.3) se obtiene

29—2—27"14—2207% +225P.

P’ w|P Pex

Luego,

Zri 2g—2—2207’dv(u)—22(5p

P'£P | P! Pex
< 2-2-) ) ordy()
P’ v|P’
obteniendo la relacién
Zri < QQ—Q—ZZOTCZU(M). (3.4)
i=1 P’ P’

Dado que fp C Op C 61:,
dlmk(ép/fp) = (5p + dka(Op/fp)

y asi 0p < dimk(ép/fp), por tanto
Z op < Z dim,(Op/fp)
P! P

De la relacion (3.2), se concluye

S > ordy(p) < > dimi(Op/ fp). (3.5)

PI#PEX v| P! P'4£PeX

De (3.4) y de (3.5)

> rm<2g—2+ Y dimi(Op/fp). (3.6)
i=1 P’
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Finalmente, de (3.1) y de (3.5) se concluye que el conjunto R es finito.

El conjunto R es no vacio cuando g > 0, o equivalentemente, cuando X no es iso-
morfo a la linea proyectiva.

Dado que para cada 7 = 1,2, 3...,m la funcion ord,, : K — ZUoo es una valoracion
con campo residual infinito k£ y en vista de que Q(O) es un espacio vectorial sobre
k, se ve facilmente que el conjunto R satisface las siguientes dos propiedades:

(a) Sir=(ri,r2,....;"m) y s = (81, S2, ..., Sm) son elementos de R, entonces el vector
(min{ry,s1},...,min{rm,, s,}) también esta en R.

(b) Sir,s € Ry r; = s; para algtn i, entonces existe un vector t € R tal que r; < t;,
min{r;,s;} <t; para cada j y t; = min{r;, s;} siempre y cuando r; # s;.

Se compara el conjunto R con el semigrupo aditivo

Sp = {(ordy,(2),0rd,,(2),...,ord,, (2))|z € Op \ {0}} C N"

el cual ha sido estudiado por varios autores ([18], [2], [19]y[3]). Dado que el conductor
fp es el 6p—ideal mas grande contenido en Op, el vector (f1, fo, ..., fm) es el vector

més pequeno (con respecto al producto ordenado de IN™ ) tal que

(flaf% "'»fm) + N C Sp.

En efecto: Sea z = t]'t)* - - tIm € Op tal que v;(z) = ord,;(z) = f;. Es claro que
para cada n = (ny, ng, ..., ny,) € IN™, se sigue que z, := t1 22 phmtnm € O
de manera que (fi, fo, ..., fm) + IN™ C Sp. Veamos ahora la minimalidad.

Supongamos que (nq,ng, ...,ny) + N C Sp. Veamos que P* := p'py? - plm es-
ta contenido en Op. Sea z € P*. Como P* = Opt™1}? - -t e tiene que z =
stin2 ...t donde s € Op. Luego para cada j, ordy,(z) = v;(z) = vj(s) +n; y asi
(ordy, (2),0rdy,(2), ...,ord,, (2)) = (ordy, (s), ordy,,(s), ...,ord, (s)) +n €n+N" C
Sp, lo cual implica que z € Op. Dado que 3" es claramente un O p-ideal y mostramos

que B C Op, se concluye que P C fpy de ahi que (f1, fo, oy fn) < (N1, 02, ooy ).

Como Sp también satisface las propiedades (a) y (b), se deduce ( [2] )

(¢) Un vector (s, 82, ..., Sm) € IN™ esta en Sp si y sélo si el vector

(min{s1, f1},...omin{sm, fm}) € Sp.

En particular, se sigue de la minimalidad del vector conductor (fi, fa, ..., fm), que
el vector (rq,72,...,7,) con r; = f; — 1 para algtn i y r; > f; para cada j # i no
pertenece a Sp. Note que el vector cero (0,0, ...,0) es el tnico elemento de Sp que
tiene una coordenada igual a 0. Si P es un punto singular de X', entonces f; > 0

paracadat=1,2,..,m

Teorema 3.0.7. Sea (ni,no,...,ny,) un vector de enleros no negativos. Entonces

existe una diferencial reqular i en X tal que
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ordy,(n) = —n;, sin; =0

ord, (n) > 0, si n; >0

si y sdlo si para cadai = 1,2, ...m los vectores (11,72, ...,T) conr, =n;—1 yr; > n;
para cada j # i, no pertenece al semigrupo Sp asociado al punto P. Es mds, por
Teorema 3.0.5, podemos imponer la condicion que ord,(u) > 0 para cada v € X que

no sea una rama centrada en P.

Mostremos por el momento la tltima afirmacion del Teorema 3.0.7. En efecto, si tal
Q(Op)
Q(0p)’

existiria A € Q(0) C Q(Op), para el cual ®(N) = (0, .., u 4+ QOp), .., 0) siendo @ el

isomorfismo del Teorema 3.0.5. De modo que para R € X se tiene

diferencial u existe; entonces dado que el elemento (0, .., u+ Q(ép), .,0) e

A+ 2Br) { UOn) , si R#P

w+QO0g) , st R=P
Veamos que A cumple la afirmacion. Note que si v no es una rama centrada en P ,
que corresponde al caso R # P, se obtiene que ord,(\) > 0.
Ahora, si n; > 0, entonces ord,, (u) = —n;. Veamos pues que ord,,(\) = —n;. En
efecto, supongamos por el absurdo que no es cierto. Si se tuviera ord,,(\) > —n;,

dado que A — u € Q(@p, se obtiene

0 < ordy,, (A — p) =min{ord, (\),—n;} = —n;

lo cual es una contradiccion ya que n; > 0. Similarmente, si ord,,(\) < —n; se llega
a un absurdo. De esta manera ord,,(\) = —n;. El razonamiento es anélogo cuando
n; = 0. Con esto, la afirmacion queda probada.

Antes de dar la demostracion del Teorema 3.0.7, veamos las siguientes consecuencias.

Corolario 3.0.6. St g > 0, entonces existe una diferencial reqular p de X tal que

ord,,(;) = —f;, paracada i=1,2,...m

y ord,(p) > 0 para cada v € X que no este centrada en P.

Corolario 3.0.7. Sea i € {1,2,..,m} y sea n un entero positivo. Eriste una dife-
rencial reqular sobre X que tiene en v; un polo de orden n, si y solo si, el vector

(fi, - fic1,m — 1, fixa, .., fm) no pertenece al semigrupo Sp.

De hecho, si hay una diferencial regular p sobre X' con ord,, (1) = —n, entonces por el
Corolario 3.0.7 y la Propiedad (a) se tiene que (—f1, .., — fi—1, =1, — fit1, - —fm) € R
y esto, por el Teorema 3.0.7 y la propiedad (c), obtenemos que (fi,.., fi_1,n —
1 fists oo ) & Sp.

Ahora procedemos a justificar el Teorema 3.0.7.
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Demostracion. Para cada vector n = (ny,na, ..., ny,), se escribia

P=preet P

y se considera el divisor

Op—Ff,B H Op

Plex

con P’ # P. Se nota facilmente que

Qay) = {p € QO)|ordy, () > —n; i =1,2,...,m}.

Veamos dos afirmaciones

1) Sea wy, := dim$(a,). Entonces, w, = wy_, + 1 siendo e¢; = (0,0, .,1,0,.,0)
el i-ésimo vector candnico de R™ si s6lo si, existe una diferencial regular p; con
ordy, (j;) = —n; y ord,,(j1;) > —n; para cada j # i

2) Wy 1= Wy, siy solo si no existe p; € Qi tal que ord,, (1) = —n; y ord,, (1) >
—n; para cada j # 1.

En efecto: 1) "=". Por hipoétesis, se sigue que 2(a,_.,) esta contenido estrictamente
en ((ay), por tanto, existe p; € Q(ay) talque u; ¢ Q(a,_,). De estas dos tltiméas

condiciones se tiene

ordy, (i) > —nj, j=1,..m
ordy, (i) < —(n; —1)

de ahi que, ord,, (p;) = —n; y ord,,(i;) > —n; para todo j # i.

"<". Segun la hipotesis, se tiene por el mismo razonamiento anterior, que Q(a,_.,) C
Q(an), pero Q(an—c;) # Qan), de lo cual wy_, +1 < wy. Si wn—e, +1 < wy, existiria
un vector g en {)(a,) tal que {i, u} es un conjunto linealmente independiente en
Q(ay), lo cual es una contradiccion, pues g = Au donde A € K. De esta manera,
Wp = Wp_e,; + 1.

2) Es inmediato de la parte 1).

Sea I un subconjunto no vacio de {1, ...,m}. Ahora, por la Propiedad (a), existe una
diferencial € Q(O) con ord,, (1) = —n; para cada i € I y ord,; (1) > —n; para
todo j € {1,...,m}, (j ¢ I), si y sblo si, wy, = wy_, + 1 para cada i € I.

De otro lado, por el Teorema de Riemann-Roch se tiene

l(a,) =deg(ay) + 1 — g+ wy.

Note que
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OP_‘_&BH)
Op
)
OpNP
= Lh+dp—(ni+ng+---+ny,)

deg(a,) = dimy(

donde [, := dimk(%riw)’ siendo Op NP" = {z € Op|ord,,(z) > n;,i =1,2,...,m}.

La ultima igualdad se sigue de lo siguiente: Como Op NP" C P C 6}), entonces

. Op . .. Op po
dzmk(op ﬂ‘B“) = dzmk(mn) + dzmk(op m‘Bn)
de esto
: B . Op _ _
dzmk(op = an) = dzmk(—op 5 SBn) (ny+ -+ ny)

== 5P+ln_(n1++nm)

ya que Op NPtbin c Op C Op. Por tanto, dimk(%) =op+1,
Ahora usamos el hecho de que n; > 0, para cada 7 =1,2,...,m. Como O < a, < O,
se tiene L(a) = k. Tomando [ := {i € {1,2,...,m} |0 < n;} se deduce, con el razo-

namiento anterior que

l(ay) ={l(ap—.,) =1

para cada ¢ € I.

De manera similar,

l(an—,) = deg(an—c,) +1— g+ wn_,
deg(ap)) =Iln+dp— (N1 + ... +n; — 1+ ..+ ny,).

Utilizando el hecho de que w, = wy_, + 1 y las relaciones anteriores se obtiene que
ln = lp—¢, lo cual implica que Op NP* = Op N P4,

Se ha probado que existe una diferencial p € Q2(O) con ord,,(n) = —n; para cada
i €Iy ord,(u) >0 paracada j € {1,2,...,m} (j ¢ I), siy solo si, para cada i € I,
ln, = l,—e; 0 equivalentemente, no existe una funcion z; € Op, con ord,, (z;) =n; — 1
y ord,,(z;) > n; para cada j # i |

el Teorema 3.0.7 es una consecuencia de la primera parte del siguiente teorema, el

cual expresa

Rp :={(ordy,(p), ..., ordy,, (1)) 1€ QOp) \ {0}}

en términos del semigrupo Sp.
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Teorema 3.0.8. Sea (nq,...,n,) € Z™

1) Eziste una diferencial p € Q(Op), con ord,, (n) = —n; para cada i = 1,2,..,m,
si solo si, para cada i =1,2,...,m los vectores (r1,...,ry) conr; =n; —1 yr; >n;
para cada j # 1 no pertenece al semigrupo Sp asociado al punto P.

2) El vector (ny,...,n,,) pertenece al semigrupo Sp, si y sdlo si, para cada i =
1,2,...,m, los vectores (11, ...,rm) conr; =—n; —1 yr; > —n; para cada j # i, no
pertenece a Rp.

Demostracion. Con la misma notacion del Teorema 3.0.7, consideremos el Op-ideal

0, :=Op +mn

Observe que

Q<Dn) = {:u S Q(OP)lordw(:u) > —n;t=1,2, 7m}

Q(an)
Q@n—c,)

—n; y ord,, (1;) > —n; para cada j. Si tal diferencial p; existe para cada i, en-

asi, dimy, =1, si y solo, si existe una diferencial p; € Q(Op) con ord,, (u;) =
tonces por la Propiedad (a), siempre existe una diferencial p € Q(Op) tal que
ord,, (1) = —n; para cada i, o equivalentemente (—nq, ..., —n,,) € Rp.

De otro lado, por dualidad local, se tiene:

. Q(Dn) . Op + pn-c
d ' = - -
O (One)) MO, + g
_ g P g, OrOF
an OP N an
] OP m ;Bn—ei
= 1—dim—2—2
1Mk OP A q3n

asi, el vector (—nq,ng, ..., n,y,) pertenece a Rp, si y solo si, para cada i, Op NP~ =
OpNP" 0 equivalentemente no existe z; € Op con ord,, (z;) = n;—1y ord, (2) > n;
para cada j. Esto prueba la primera parte del teorema. Para la segunda parte, se

procede de manera similar. W

Teorema 3.0.9. Si Op es un anillo Gorenstein, entonces

Rp = Sp — (f1, 2, fm)

Demostracion. Como Op es un anillo Gorenstein, por Teorema 3.0.6, el Op-modulo
Q2(Op) es libre de rango 1, por tanto, existe una diferencial A tal que Q(Op) = OpA
y asi se sigue que

Rp = Sp + (ord,, (N, ...,ord,, ()
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En efecto, si (ord,, (u),...,ord,, (1)) € Rp, entonces u € Q(Op) = OpA. Luego
existe # € Op tal que u = z\. De esta manera, ord,, (1) = ord,,(z) + ord,;()). Por
tanto, (ordy, (1), ...,ord,,, (1)) € Sp + (ord,, (N), ..., ord,,, (N))

La otra inclusion es similar. Dado que g > 0, por el Colorario 3.0.6 existe una dife-
rencial regular p sobre X' tal que ord,,(u) = —f; para cada i=1,2,....m y ord,(u) > 0
para cada v € /'?, con la restrcciéon que v no esta centrada en P Ahora, dado que
p € QOp), se sigue que Q(Op) = Opp. De esta manera, si hacemos el mismo
razonamiento anterior, se obtiene el resultado. |

Al combinar los teoremas 3.0.8 y 3.0.9 se obtiene las propiedades de simetria para
Spy Rp.

Corolario 3.0.8. Supongamos que Op es un anillo Gorenstein.

i) Un vector (81,82, ..., Sm) € Z™ pertenece al semigrupo Sp, si y sdlo si, para cada
i=1,2,...,m los vectores (11,72, ..., ) conr; = f; —1—s; yr; > f; —s; para cada
Jj # i no pertenece a Sp.

i) Un vector (11,79, ..., Tm) € Z™ pertenece a Rp, siy sdlo si, para cadai =1,2,...,m
los vectores (ny,ng, ...,npy), conn;, = —r; — fi —1 yn; > —r; — f; para cada j # i

no pertenece a Rp.

La simetria del semigrupo Sp ha sido discutida por Kunz [11] en el caso de una
rama, por Waldi [18] y Garcia [2]| en el caso de dos ramas, y por delgado (|3], [3])
en el caso general.



Capitulo 4
Operador de Cartier y funciéon zeta

El proposito de este capitulo es usar los resultados descritos en lo que va de este
trabajo y aplicarlos en este nuevo contexto, que es por ejemplo, la accion del ope-
rador de Cartier sobre el espacio de diferenciales regulares sobre la curva X', cuyos
polos son todos de orden uno, modulo el espacio de las diferenciales regulares de la

curva no-singular X', es decir, sobre el espacio cociente

QO +r)
Q0)
Las acciones de este operador sobre los diferentes espacios, que se veran a continua-
cion, son de gran importancia para el anélisis de la funcion zeta (que se da al final de
este documento) conduciendo a resultados importantes como el Corolario 4.0.1. Un

punto central para este nuevo objetivo, es la definicion del rango de este operador.

Operador de Cartier

Sea X’ una curva algebraica completa e irreducible definida sobre un campo perfecto
k de caracteristica positiva p. Recordar que por un Teorema de Tate [5]; existe un
operador C, llamado Operador Cartier, que esta bien definido en el espacio de las
formas diferenciales por:
ar—1z
C(zdx) :== (W)l/pdx
para cada z € K y cada variable separante x de K|k. Si v es un punto del modelo no
singular X, k, su campo residual, t un pardmetro local en v, v Yo ettt € ky((t))

la expansion local de una forma diferencial en v, entonces se sigue que

-1

| o
COO ettty = —(> ¢ dtp_ltf—l)l/f’dt.

42
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Ahora, como 7 =pi+r con 0 <r <p—1 se tiene que

ar-t . dr—1

j—1 __ piyr—1
w1 T gt
~1
— tpi ab r—1
dtr—1
Note que si » > 0, entonces j;, "1 = 0. De esta forma, cuando r = 0 se tiene
j = pt. Luego
C j—ld _ dr- ! pi—1 l/pd
O et dt) = —(Zcpzdtp R
pero como 42— — 7=l = (p— 1)IPU-D y utilizando el Teorema de Wilson, se sigue al

simplificar que

O etitdt) = (Y eyttt (4.1)

De la definicién se sigue que, la P—componente de una forma diferencial p satisface

la formula

= Z T, kTESy; (210)
i=1

para cada z € K, donde vy,...,v,, € X son las ramas centradas en P. Ademas,

mediante un calculo directo se comprueba la siguiente relacion

(Cr)p(z) = (np(F))'" (4.2)

para cada z € K. Note que de 4.2 se sigue directamente la siguiente afirmacién. Si
a es un divisor de X’ que satisface a? € ap para cada a € ap y P € X, entonces el
operador Cartier C actua sobre el espacio {2(ap) y en particular, sobre (2(a).

Por las formas normales Hasse-Witt de p-algebra lineal que el rango de la r-ésima
potencia Cf ) no depende de r cuando r > g (ver [12] , Satz 11 ). Este rango,
denotado por o(X), es llamado el invariante Hasse-Witt de X'. Si X’ es no singular
y k algebraicamente cerrado entonces p”*) es el namero de puntos de p-torsion de
la clase del grupo de divisores de X' (Serre, [[21], §2.11] ).

Los resultados mas importantes en este capitulo, esta relacionados directa o indirec-

tamente por el entero o(X) — o(X). asi que para estudiar la diferencia o(X) — /(X),

. . . . . Qo
se analiza la accion del operador Cartier sobre el espacio cociente QE 6P ; Por el Teo-
P

rema 3.0.5
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) . . . . QO
asi que, basta con analizar su accion sobre el espacio cociente ©Or) Sea

Q(0p)
vp =] pi = ()b
=1 i=1

el radical Jacobson de (513. Note que

Q(Op +‘Cp) = {/J € Q(Op)|0rdw(,u) > —1,1=1, ,m}

Realizando el mismo razonamiento de (4.1), se llega que para cada entero positivo

r se tiene

O3 et Tldt) = > e

= ...+ Ci/ppjf—p*—l 4 C(l]/th—l 4.

es decir,
C"(> et Tty =+ T M (4.3)

Asi, de las relaciones (3.1) y (4.3), es claro que cuando p" > f;, parai = 1,..,m

donde fi, ..., f,, son los exponentes del conductor de Op, se tiene que

CTQ(O]D) - Q(OP + 'Cp)
De esta forma, la accion del operador Cartier sobre Q(Q(OP)

Op+tp)
. . Qo
describamos su accién sobre %

P

es nilpotentes. Ahora,

Teorema 4.0.10. FEzxiste un isomorfismo

Q(OP + ‘tp)
Q(Op)

=~ {(a1’ ...,am> € @?ilkvi

Z trkvi‘k(ai) = 0}

i=1

definido por

14 QUOp) — (resy, (1), ..., res,, (1))

El operador Cartier induce sobre los vectores del lado derecho la accion

(@1, ey Q) — (a}/p al/?).

goeeey Uy

Demostracion. Recordar que una forma diferencial p es regular en P si y s6lo si

up(z) == Ztrkvi‘kresvi(z,u) =0

=1
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para cada z € Op. Si ord,,(u) > —1 para cada i = 1, ..., m, entonces

pp(z) = Zt?“kpm(t?“kviwp(?”esvi(ZM)))

= Ztrkp|k<trkvi|kPZ(P)(r€SUi<’u)))
= trkp|k(Z<P) Ztrkvi\kp(resvi (ﬂ)))
= trp(2(P) - Ztrwpresw (1))

para cada z € Op. asi, la regularidad de p en P quiere decir

Z T, kpT €S, (1) =0
i=1

De esta manera, el homomorfismo del Teorema esta bien definido y se sigue facilmen-
te la inyectividad. Ahora, la sobreyectividad se tiene de un conteo de dimensiones,
en el cual se usa la dualidad local.

dimy(HOF £xp)) dimk(o&)
Q(O0p) pTtp
= dka(%) — dlmk(—op + tp)
tp tp
o, Op Op
— ;dzmk( . ) — dzmk(op .

— > deg(u) — deg(P)
i=1
Sea M el conjunto del lado derecho en el Teorema 4.0.10. Veamos que efectivamente
dim M = Zdeg(vi) — deg(P).

i=1

Para cada 7 = 1,2, ..., m, consideremos la transformacion kp—lineal

m

T, : @Bk, — kp

i=1
(a1, a9, ..., Q) > trkuimp(ai)

Sea

T := iTZ € Homkp(é ku, s kp).
i=1 i=1
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Es claro que el nicleo de T, digamos ker(T), es M. Dado que T es sobreyectiva, se

tiene la siguiente secuencia exacta

0 — ker(T) —= @ ky, —kp —0

Por tanto,

dimg, M =Y "[ky, : kp] — 1.
=1
Asi,

dzmkM = dimkPMU{?p . l{?]

m

= (O lky, - kp] — D[kp : K]

=1

= > deg(v;) = deg(P).

Finalmente, la accion del operador Cartier sobre el vector (aq, ..., a,,) € M, se obtiene
de su accion sobre las expansiones locales de los diferenciales en las ramas vy, ..., Up,.

Es decir, dado (ay, ..., a,,) € M, existe una tnica p € Q(Op + tp) tal que

4 QO)p — (resy, (1), ..., res,,, (1)) = (a1, ..., am)de modo que

C
= ) ot
>0

pero

Zc:n/ptpi_ldt = (res,, (Cp), ..., res,,, (Cu))
i>0

= ((Tesvl (M))l/pa ey (Tesvm(ﬂ))l/p)

= (@} all?),

ceey Uy

Es decir, la accion de C sobre los vectores (aq, ..., a,,) de M, esta dada por C(ay, ..., a,,) =
(ai/p a%p). [

Observacion. Con la misma notacion del Teorema 4.0.10, Cyy = M

Demostracion. En efecto: Del teorema se sigue que Cyy C M. Ahora, si (ay, ..., ap) €
M entonces para ¢ = 1,2,..,m se tiene que a; = res,, (1) para una onica p €
QOp +vp). Asi que p = 3. _gai it/ 'dt € ky((1). Sip? = 30, _gaf, t/1dt €
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Q(Op + tp) es claro por el Teorema anterior que (2 + Q(Op) > (a?, ..., ab)e My

asi C(al,...,ak) = (a1, ...,ap). W

»'m

Note que Q(Op + t) es el espacio de los diferenciales regulares sobre X’ cuyos polos

son todos de orden 1.

Corolario 4.0.9.

o(X) — o(X) = dimp QO + r) /QO Z Z deg(v) — deg(P))

PecXx o|P

Donde el simbolo v|P indica que v recorre las ramas centradas en P.

Demostracion. Como

Q0) ., Q20) @ QO +1)
QO) UO+7) Q(0)
y dado que la accion del operador Cartier sobre Q(Q)/Q(O + r) es nilpotente, se

concluye:

rank Coe) = rank Cooin paracada 7> g—g
20) 2(0)

Pero claramente

. CT(0(0)
a0 C7(2(0))
por lo cual
rank C”{)(io):a()()—a()?), r>g—4g.

Q(0)

El isomorfismo del Teorema 3.0.5, induce un isomorfismo

QO +r1) Q(Op +1tp)
00) 62 Q(Op)

y asi obtenemos para cada r:

rank Coo) = E rank Coopiop)
Q(O) PEX Q(OP)

Finalmente, por el Teorema 4.1 y la observacion seguida de este teorema, se concluye

que para cada r:

rank Choprp = dimg——=—>
20p) Q(Op)
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En particular, si k es algebraicamenete cerrado, entonces o(X) = o(X) si y solo si
para cada punto de X’ admite s6lo una rama.
Para el resto de este trabajo se asumira que el campo constante de la curva completa

e irreducible X es un campo finito con p” elementos, es decir:

k=F, donde g¢q=p"

Dado que la n-ésima potencia C™ del operador Cartier es k-linal, podemos pensar
en calcular su polinomio caracteristico sobre % De hecho, y como resultado im-

portante para este capitulo se tiene la siguiente consecuencia

Corolario 4.0.10.

H [1,p(1 — t49(@))

det(Iq — tC%0)) = 1 — ¢deg(P)

2(0) PEXqing

donde P wvaria en el conjunto finito Xgng de puntos singulares de X y v recorre las

ramas centradas en P.

Demostracion. Dado que

se tiene:

det(Iy; — tC% Q(0) H det(1 tOQ(OP )-

Q(0) PEXsing Q0p)

por Teorema 4.0.10, tenemos un diagrama conmutativo con lineas exactas

QOp+tp)
0 Q(%P)P @z 1 kvz kP 0
Lcn ‘Fl \Fl
Q(Op-i—tp) m
0 QOp) @z’:l Ko, > kp >0

donde F' es el automorfismo de Frobenius sobre k. De esta manera, se obtiene

et(ly — o) =
’ i det(fd try, \k)
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) . . 14 4
Ahora, si k, es un campo extension de k de grado finito 7, entonces k, = @;_, ka?

para algtin a € k". Asi

1 0 0 -t
—t 1 0 0
det(Iy—tF ) =det| 0 —t 1 ... [ |=1-t" N
—t 1 0
0 0 —t

La Funcion zeta de X, se define como el producto Euleriano

1
C(X’ S) = H 1— q—sdeg(P)

Pex
donde la parte real de s € C; R(s), es mas grande que 1. Asi; abreviando t = ¢ ° se

obtiene:

C(X, S) . o Hv\P(l _ tdeg(Q))
(X, s) = M(%.1) = Pel;I% 1 — {deg(P) (4.4)

Dado que deg(P) divide deg(v) siempre y cuando v sea una rama centrada en P,

M(X,t) es un polinomio en t = ¢~* con coeficientes enteros, cuyas raices estan so-
bre el circulo unitario |t| = 1. Denotemos por d al grado de M (X, t). Por Corolario

4.0.10, se sigue que

d:=degM(X,t) = dimQO+7r)—7
= (&) —o(X)

Similar al caso del campo numérico (Jenner [8]), la funcion zeta ((X,s), excepto

para posible nuevos cero sobre el eje imaginario R(s) = 0, tiene los mismos ceros
como ((X, s).

Por la hipotesis de Riemann para curvas no-singulares, se puede escribir

- L(X,t
(F,5) = !
(T =)(1—qt)
donde L(f ,1) es un polinomio en ¢t = ¢~° con coeficientes enteros de grado 2g, cuyos
ceros estan sobre el circulo |t| = ¢7/2. De esta forma, se obtiene
L(X,t
(5 = w2
(1 =11 —qt)

donde

L(X,t) = L(X, t)M(X,t) € Z]1].
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asi,

degL(X,t) = g+ dimpQ(O + ).

La importancia de la funcion zeta en geometria algebraica, radica en la conocida

relacion
=1
X,s) = —N,t" 4.5
(%) = exn(3 LN (1.5
donde N, := cardX(k,) es el nimero de puntos racionales de X', sobre el campo

extension k, = F,» de k = F, de grado r. Al tomar derivadas logaritmicas en la

relacion 4.5 se tiene

i/((j:j)) = ; N, (4.6)

De otro lado, como

2g d

CX,s)=(1 =01 —g)  JJ(1 = eit) [J(1 = B:t)

i=1 =1

donde se ha factorizado

29
L(X,t) = H(l — a;t) con |a;| = ¢'/*
i=1
d

[[a-s8t)  con |5]=1

i=1

M(X, )

y al tomar derivada logaritmica en (4.4) y se compara con (4.5), se tiene, después

de simplificar

29 d
No=q +1=> aj =) f.
=1 i=1

En particular, abreviando N, = cardX(k,) se obtiene

d
Nr — N, = Zﬁ:
=1

llegando de esta manera a probar el siguiente estimativo

Proposicién 4.0.1. |N, — N,| < o(X) — o(X) para cada r.

Denotemos por L(X,t) € F,[t] la reduccion de L(X,t) € Z[t] modulo p.
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Proposicion 4.0.2. degL(X,t) = o(X)

Esta relacion se conoce en el caso no-singular (Stichtenoth [10]) y el resultado general
se sigue al observar que degM (X, t) = d = o(X) — o(X).

Teorema 4.0.11. L(X,t) = det(I, — tCo0))

En particular, al comparar los coeficientes de grado 1, se deduce que

cardX (k) =1 —trCq ) mod p

Este teorema, lo obtiene Manin |7] en el caso no-singular. Por el corolaro 4.0.10, el
Teorema 4.0.11 se cumple para X si y so6lo si se cumple para X'. En efecto: Es claro
que si se cumple para X, se cumple para X. Reciprocamente, si se cumple para X,

se sigue por el Corolario 4.0.10 que

L(X,t) = L(X,H)M(X,1)
= det(Iy — tcg@)det(fd —tC%0))
Q(0)

ya que 0)
Q0)=Q0) s Té)

De esta forma, se cumple el teorema en general.
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