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Resumen

En este trabajo se construiran la cohomologia singular, la cohomologia de Cech rela-
tiva a un buen cubrimiento y la cohomologia de De Rham en manifolds suaves y se

mostrard la equivalencia entre algunas de estas.
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Abstract

In this paper we will construct the singular cohomology, the Cech cohomology relative
to a good cover and the De Rham cohomology in smooth manifolds and we will show

the equivalence between some of these.

Keywords

Cohomology, homology, manifold, differential forms, Mayer-Vietoris.
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Introduccion

Las teorias de cohomologia tienen su origen en el trabajo de Poincaré y de los topdlo-
gos de la primera mitad del siglo XX. Tras la definicién de la homologia simplicial,
algunos matematicos notaron que, dualizando algunas nociones de la homologia, era
posible construir functores mas ricos que los homolégicos, ya que estos gozaban de
un producto interno muy similar al producto exterior que habian desarrollado los
geometras y topologos diferenciales. Rapidamente, De Rham y otros matemaéticos
pudieron demostrar que la cohomologia de formas y la cohomologia singular eran en
esencia la misma, para una gran variedad de espacios de interés. Simultanea e inde-
pendientemente Cech, por su lado, habia realizado otra construccion que daba cuenta
de las mismas ideas desde un punto de vista combinatorio. Esta nueva cohomologia
de Cech, resulté también ser equivalente a las anteriores, aunque tenia la gran ven-
taja de que era facil computarla. En la década de los anos 1960, Cartan, Eilenberg
y Grothendieck, desarrollaron una forma categoérica general de construir todas estas
teorias, usando la nocién de functor derivado.

En esta tesis me propongo, por un lado, comprender algunas de las teorias de
cohomologia més importantes y demostrar que son equivalentes en manifolds suaves.
Con este objetivo, me propongo discutir y construir las cohomologias de De Rham,

Cech y singular. Otro punto fundamental es reunir en un solo documento algunas de



las teorias de cohomologia mas importantes para el estudio de lectores futuros.



Capitulo 1

Homologia y Cohomologia singular

1.1. Homologia Singular

1.1.1. Conceptos basicos

Sea A C R"™ un subconjunto de R". Definimos la envoltura convexa de A como la
interseccién de todos los conjuntos convexos en R"™ que contienen a A. Definimos
un p-simplejo s en R™ como la envoltura convexa de p + 1 puntos, en R", el cual
denotaremos por (zo, ..., 2,), bajo la condicién de que z1 —zy, . .., ¥, — xo formen un
conjunto linealmente independiente. Es facil ver que la definiciéon anterior no depende

de la escogencia del punto xg.

Proposicién 1.1. Sea (xo,...,x,) C R", la envoltura convexa de p + 1 puntos, en

R™. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. @1 — xo,...,Tp — o forman un conjunto linealmente independiente.

2. 81 sixy =Y tiw; y > s; =Y. t;, entonces s; = t; para todo i =0,...,p.

Demostracion. Ver [4] pag 2. O



La siguiente proposicién describe explicitamente el conjunto (zo, ..., z,).

Proposicién 1.2. Sean s un p-simplejo determinado por los puntos xy, ..., x, en R"
Y sea
A:{tol’o—f-tlfbl—f-"'—f—tpl’p . th: 1 ytz ZO}

entonces s = A.

Demostracion. Para demostrar la igualdad anterior veamos primero, por induccién,
que si & = toyo + tiyh + -+ + tpxp, con y t; = 1y t; > 0 para todo 4, entonces z
pertenece a la envoltura convexa de los puntos yo, y1, . . . , yp. En efecto, parap = 1, sea
x = toyo+1t1y1, con to+t3 = 1y tg,t; > 0. Entonces tg = 1—t1 y x = (1 —t1)yo+t1y1,
con 0 < t; <1, lo cual demuestra que x es un elemento de la envoltura convexa de
Yo, Y1

Supongamos que la afirmacién se cumple para p y veamos que se cumple para
p+1. Sea x = toyo+t1ys+- - - +pr1Yps1, con » t; =1y t; > 0, para todo i. Sity =1

entonces x = g y se cumple la afirmacién. Si ¢ty # 1, x se puede reescribir como:

t1 tha1
x = toyo + (1 —to) (1_t0y1+"'+ 1p—+t0yp+1>'

Ahora, como

ty .__+tp+1:t1+~~~+tp+1:1—t0:1
1—tg 1—tg 1 —t 1 —t
y lf"to > 0 para todoi =1,...,p+ 1, entonces por la hipdtesis inductiva el punto
- ftoyl +oot fpjoypﬂ
pertenece a la envoltura convexa de y1,...,¥p+1, con lo cual se tiene que x pertenece
a la envoltura convexa de yo, Y1, ..., Yp+1. La afirmacién anterior muestra entonces
que A C 5. Como A es convexo y {zg, z1,...,2,} C A, entonces s C A, y por lo tanto
s=A. m



De lo anterior se sigue la siguiente proposicion.

Proposicién 1.3. Sea s un p-simplejo s = (xg, x1,...,x,), entonces todo punto de s

tiene una unica representacion de la forma Y t;x;, donde t; > 0, para todo i y donde

St =1,

Si s es la envoltura convexa de xg, 21, . . ., Tp, a los puntos z; se les llama vértices de
s. Si a los vértices de un simplejo s se les da un orden predeterminado, s se denomina
un simplejo ordenado.

Definimos A, como el conjunto de todos los puntos de la forma (to,t,...,t,) €
RP! tales que Y. ¢; = 1y t; > 0, para todo i. Notemos que A, es precisamente el
p-simplejo con vértices zy = (1,0,...,0),21 = (0,1,...,0),...,2, = (0,0,...,1). Al
conjunto A,, con el orden anterior, se le denomina el p-simplejo estandar con orden
natural.

Sea s un simplejo ordenado con vértices zg, 21, ...,2, y sea x € s, digamos que x =
toxo+tiw1+- - -+ 1t,x,. Podemos asociar a = con la p+1 tupla (to, t1,. .. ,t,) de RPT1y
definir asf una funcién f : A, — sdadapor f(to,t1,...,t,) = tovo+tiz1+- - -+t,x,. Es
facil ver que f es continua y biyectiva. Como A, es compacto, f es un homeomorfismo.

Deducimos asi que cualquier p-simplejo s es homeomorfo a A,,.

Definicién 1.1. Un p-simplejo singular en un espacio topologico X es una funcion
continua ¢ : A, — X.

St ¢ es un p-simplejo singular e i es un entero con 0 < i < p, definimos la cara
i-ésima de ¢, 0;(¢), como el (p — 1)-simplejo singular dado por 0;(¢)(to, ..., tp—1) =

¢<t07 s 7ti—1a 07 tiv s 7tp—l)

Sea X un espacio topolégico. Para todo n > 0, definimos el grupo de n-cadenas

singulares, S, (X), como el grupo abeliano libre cuya base es el conjunto de todos
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los n-simplejos singulares de X. A un elemento de S,(X) se le llama una n-cadena
singular de X. Por definicién, los elementos de este grupo tienen la forma ) 4 Ne®,
donde ny es un entero, que es diferente de cero solo para finitos valores. Si ¢ es un
n-simplejo, 0;¢ es un (n — 1)-simplejo, luego 0; puede extenderse a un homomorfismo
de cadenas 0; : S, (X) — S,—1(X) dado por 0;(D>_ ns¢p) = > ns0i(¢).

Definimos el operador frontera 0 : S,,(X) — S,—1(X) como la suma alternada de
los homomorfismos 0;, d = dy — O + -+ + (—=1)"0,, = >, (—1)"0;.

Proposicion 1.4. La composicion 0o 0 en S,(X) RN Sp—1(X) 2 Sn—2(X) es igual

a cero.

Demostracion. En efecto, sea ¢ un n-simplejo, entonces

0(09) = a(é(—wa@) _ é(—l)"a(aﬂs)
- 2}—1)%’ :1<—1> 0,00
- ig(—1)i(—1)jajai¢ 0<i<n 0<j<n-1
= ) (:1)i(—1)jajai¢ + ;(—1)1(—1)3'8]-8@-

Ahora, de laigualdad 0;0; = 0,-10;, paratodo,j, i > jcon0 <7 <n, 0 <j <n-—-1,
se deduce que los dos sumandos de la tultima suma se cancelan, pues cada sumando
tiene % términos y para cada elemento (—1)"(—1)79;0; (i > j) del primero existe
un tnico elemento (—1)""'(=1)70;10; (j < i — 1) del segundo el cual es el inverso

aditivo. Por lo tanto 9(9¢) = 0. O

Sea f : X — Y una funcién continua, y ¢ un p-simplejo singular en X. Entonces

f determina de manera natural un p-simplejo singular en Y, definido por f o ¢.



Esta correspondencia induce en forma natural un homomorfismo fx(¢) : S, (X) —

S, (Y), el cual satisface las siguientes propiedades:

1. Sild : X — X denota la funcién identidad, entonces (Id),(¢) = @, es el

homomorfismo identidad.

2. Si g:Y — Z es otra funcién continua, entonces (g o f)x(¢) = gu(fx(¢)). Es

decir, (go f)u = gu o fa.

Un elemento ¢ € S,,(X) se denomina un n-ciclo si d(c) = 0; un elemento d € S,,(X)
se dice que es una n-frontera si d = d(e), para algin e € S, 1(X). Como 0, es un
homomorfismo, su kernel, el conjunto de todos los n-ciclos, es un subgrupo de S,,(X),
denotado por Z,,(X). De forma andloga el conjunto de todas las n-fronteras, denotado
por B,(X), es un subgrupo de S,(X). La proposicién anterior nos dice que B, (X)
es un subgupo de Z,(X). Al grupo cociente H,(X) = Z,(X)/B,(X) se le denomina,
el n-éstmo grupo de homologia singular de X.

Un grupo abeliano graduado G es una coleccién de grupos abelianos {G; : ¢ € Z}
indizados por los enteros con operacion de grupo dada componente a componente. Si
G v G’ son grupos graduados, un homomorfismo f de G en G’ es una coleccién de
homomorfismos { f;}, donde f; : G; — G, ., para algtn entero fijo r, llamado el grado
de f. Un subgrupo H de GG donde G es un grupo graduado es un grupo graduado
{H;} donde H; es un subgrupo de G;. El grupo cociente G/H se define como el grupo
graduado {G;/H,; : i € Z}.

Una cadena de complejos es una sucesiéon de grupos abelianos y homomorfismos

8n+1 8n an— 1

'On > n—-1 — >~ °°°

para los cuales se tiene que 0,,_1 0 9, = 0, para todo n € Z.



Si C'y C’ son cadenas de complejos con operadores frontera 0 y 0, un homomor-
fismo de cadenas de C en C’ es un homomorfismo ¢ : C' — C, de grado cero, tal que
Jod, = ¥,_;00, para cada n. Si denotamos por Z,(C) y B.(C) el kernel e imagen de
0, respectivamente, la homologia de C es el grupo graduado H,(C) = Z.(C)/B.(C).

Sea ® un homomorfismo de cadena de {C,0} en {C'",0'}. Sid € Z,(C), n € Z,

entonces
' (Pn(d)) = (0" 0 ®,)(d) = (Pr-1 09)(d) = ©,-1(3(d)) = 0.

Luego ®,(d) € Z,(C"), con lo cual ®(Z,(C)) C Z,(C") y por tanto ®(Z.(C)) C
Z.(C"). De forma andloga se verifica que ®(B,(C)) C B,(C"). De esta manera ¢
induce un homomorfismo en los grupos de homologia ®, : H,(C) — H.(C"). Veamos
que el homomorfismo fu : S.(X) — S.(Y) definido arriba es en efecto un homo-
morfismo de cadenas; es decir, que fz 00 = 0o fu. En efecto, sea ¢ un n-simplejo.

Entonces

@f#((ﬁ)(tg, N ,tnfl) = f#((b)(to, e 7ti717 O, ti; e 7tn71>

- f(¢(t0, e 7ti—1a O, ti, e ;tn—l))

De otro lado f#0;(¢)(to, ... tn—1) = f(é(to,- .-, tiz1,0,t4, ..., th—1)). Luego fu :
Se(X) — S.(Y) es un homomorfismo de cadenas, el cual induce un homomorfismo
de grado cero f, : H,(X) — H.(Y).

Notemos que si g : Y — W es una funcién continua, e Id : X — X es la funcion
identidad, entonces (g o f). = g« o f. e (Id), es el homomorfismo identidad. Es
decir, para cada n > 0, la asignaciéon X —— H,(X) es un functor covariante de la
categoria de espacios topologicos a la categoria de grupos abelianos. De la propiedad
functorial se sigue, en particular, que si f : X — Y es un homeomorfismo, entonces

fe: Ho(X) — H,.(Y) es un isomorfismo de grupos.

8



Computemos, a manera de ejemplo, la homologia del espacio X = {2} que consiste
de un solo punto. Para cada n > 0 existe solo un n-simplejo, digamos ¢,,. Entonces
S,(X) es el grupo ciclico generado por ¢,,. Sin > 0, entonces 9¢, = Y - (—1)" D, =

> io(=1)'¢pn_1. Luego

0, si n es impar
On_1, sSin espar

De esta manera Z,(X) = B,(X) =0, paran > 0 par y Z,(X) = B,(X) = Z, para
n > 0 impar. En cualquier caso, H,(X) = 0 paran > 0. Paran =0, By(X) =0y
Zo(X) = Z; asi los grupos de homologia de X estédn dados por:

Z sin=0
Hn(X):

0 sin>0
Un espacio X se llama conexo por caminos si dados puntos cualesquiera x,y € X
existe una funcién continua ¢ : [0, 1] — X tal que ¥(0) =z y ¢¥(1) = y.
Supongamos que X es un conjunto conexo por caminos y consideremos la porcién de

la cadena de complejos singulares de X dada por

S1(X) = Se(X) =0

Ahora, Sy(X) = Zy(X) es el grupo abeliano libre generado por los puntos de X y
S1(X) es el grupo abeliano libre generado por todos los caminos en X. Un elemento de
So(X) tiene la forma y = >y n,x. Sea a : Sp(X) — Z el homomorfismo de grupos
dado por a(>_n,z) = > n,. Como X no es vacio, entonces « es sobreyectivo. Si ¢ es
un 1l-simplejo singular con vértices vy y v1, vemos que a(0¢) = a(p(v1) — ¢(vg)) = 0;

luego By(X) esta contenido en el kernel de a.



Reciprocamente, supongamos que nyxy + - - - + ngrr € So(X), con » n; = 0. Sea
x € X cualquier punto de X. Como X es conexo por caminos, para cadai=1,...,k
existe un 1-simplejo singular ¢; : Ay — X tal que 9y(¢;) = x; y 01(¢;) = x. Tomando

la 1-cadena singular »_ n;¢; € S1(X) se tiene que

3(2 nig;) = anxz - Iznz = Znﬂu
es decir, > n;x; € Bo(X). Luego By(X) es igual al kernel de a y se concluye lo

siguiente.
Proposicién 1.5. Si X es un espacio conexo por caminos se sigue que Ho(X) ~ Z.

Sea A un conjunto y supongamos que para cada o € A existe un grupo abeliano

G Definimos el grupo abeliano »___, G, de la siguiente manera: Los elementos son

acA
todas las funciones f : A = (J,c4 Ga tales que f(a) € Go, v f(a) # 0 solo para
finitos a.. La operacién de grupo estd definida como (f + g)(a) = f(a) + g(«). Si
hacemos g, = f(a) € G4, podemos escribir f = (g, : @ € A) y llamamos a los g, las
componentes de f.

El grupo > G, se llama la suma directa débil de los G,,. Si se elimina la restriccién
de f(a) # 0 solo para finitos indices, entonces el grupo resultante es llamado la suma
directa fuerte o el producto directo fuerte de los G, denotado por [], .4 Ga-

Si G es un grupo abeliano y {G4}aca es una familia de subgrupos de G tales
que para cada g € G existe una tnica representacién g = > .4 ga, cON go € G y
G, via el homomorfismo

Ja 7 0 solo para finitos «, entonces G es isomorfo a » |

h:G =3 ,caGa dado por

h(g) = h (Zga) = (ga:a € A)

Supongamos ahora que para cada o € A se tiene una cadena de complejos C'*

a€cA

10



9 - Co o ,CS_IL...

Definamos una cadena de complejos > C“%, tomando

a€cA

(20, =0_¢)

acA
y 0(ca : @ € A) = (0%, : a € A). Notemos que 0 estd bien definido y que si

c=(h:acA)yd=(d:ac A)son elementos de (}_ ., Cs), entonces

e+d) =a( +d :acA) = (L +d): ac A)

= (0" +0°d) : v € A) = Oc + Od.
Esto es, 9 es un homomorfismo. Ademas, se sigue que 0 es un operador frontera:

00(cq:ax € A)) =0(0%4 € A) = (0%(0%4) : v € A)

=(04:a€A)=0.
Lema 1.6. Hy(> C*) ~ > Hi(C?).

Demostracion. Veamos que Zi(> C*) = > Zp(C*) vy Br(>_C%) = > Br(C%). Sea
f€z2,5.C%, f=(ff:ae A) donde fF € Cty of = (0°fF : a € A) = 0. Esto
es f=(ff:a€ A)yorff =0, para todo a € A, lo cual demuestra la primera
igualdad. La segunda se deduce en forma analoga.

Luego

Hk(Z cY) = Zk(z Ca)/Bk(Z Cc) = ZZk(CO‘)/ZBk(C")

~ > Zy(C*)/Bp(C*) = Hy(C™).

11



Sea X un espacio topoldgico. Para x,y € X decimos que x ~ y si existe un camino
en X de x a y. Es facil ver que ~ es una relacion de equivalencia en X cuyas clases de
equivalencia son llamadas las componentes por camino de X o componentes conezxas

por camino de X.

Proposicién 1.7. Sea X un espacio topoldgico y sean {X, : « € A} las componentes

por camino de X . Entonces Hy(X) =~ Y o4 Hi(X,).

Demostracion. Existe un homomorfismo natural ¥ : " _, Si(X,) — Sp(X) dado

por

V(Y mon)oa) ra e a) =3 (3 (nsa)on).

Pa acA Do

U estd bien definida, pues solo hay finitos > o (N )@q diferentes de cero y cada
uno de estos tiene finitos términos. Como los grupos Si(X,) con o € A, son libres,
entonces ¥ es inyectiva. Veamos que también es sobreyectiva. Sea ¢ : Ay — X un
k-simplejo singular, entonces como Ay es conexo, ¢(Ay) es conexo y por lo tanto
estd contenido en alguna componente conexa por camino de X, digamos X,. Asi,
para ¢ existe ¢, € Si(X,) con ¥(¢,) = ¢. Esto muestra que ¥ es sobreyectiva y
por lo tanto que es un isomorfismo para cada k; ademas ¥ es un homomorfismo de
cadenas entre las cadenas de complejos dadas. Luego

H.(X) ~ B (30 5.(X0))

acA

Finalmente, por el lema anterior se tiene que

H(38.(X0) & Y Hi(Xa),

acA a€A

lo cual completa la demostracion. O

Teniendo en cuenta que las propiedades homoldgicas de un espacio estan completa-

mente determinadas por sus componentes conexas, y las propiedades homolégicas de

12



cualquier componente conexa son independientes de cualquier otra componente co-
nexa, podemos entonces restringirnos al estudio de los espacios conexos por camino.

En el siguiente teorema computaremos la homologia de un subconjunto convexo

de R™.

Teorema 1.8. Sea X un subconjunto convezo no vacio de R"™. Entonces H,(X) =0,

para todo p > 0, y Hy(X) = Z.

Demostracion. Como todo subconjunto convexo es conexo por caminos, vemos que
Ho(X) =7Z. Seaz € Xy ¢: A, - X un p-simplejo singular, p > 0. Definamos

0 :Api1 — X, un p + l-simplejo singular, como:

(1 — t0)¢ (1 i tp+1> +toxr sitg <1

Q(to, e ,tp+1) -
T si to =1.
Notemos que 6(0,ty,...,tp41) = é(t1,...,tp+1). La funcién 6 es continua excepto
posiblemente en (1,...,0). Para probar la continuidad en este punto es suficiente
mostrar que limy, ;1 ||0(to, - . ., tp+1) — x| = 0. En efecto:
tlolgll 10(to, - -, tps1) — |
= lim /(1 ~ to)¢ al byt — (1 —to)x
OP\T T — 4 0

< — . "“
i = (o (25725, 1)

Como ¢(A,) es compacto, entonces el conjunto

{llo (t1/(1 = to), - tpsn /(L —to))|| + [|]] = Lo, ... tpr1 € [0, 1], con o # 1},

es acotado, luego el ultimo limite es cero, y se sigue entonces que # es continua.
De la construccion es claro que dy(f) = ¢. Como este procedimiento se puede

aplicar a cualquier k-simplejo, entonces existe una tnica extension T : Si(X) —

13



Sk+1(X), tal que 0y o T' = Id. En forma mas general: si ¢ es un k-simplejo singular,

y to # 0, entonces

9 (T(¢)) (to ... te) = T(®)(to, - tio1, 0, tiy .. 1)

tl ti,1 tl tk
=(1—t N 0, - to.
( 0)¢<1—t0 1—+t, -1, 1—t0)+ 0L

De otra parte

T(0i—1(9))(to, - - -, tr)

:(1—t0)< i 1¢(1—t0 : ,1?t0)+tox)

t ti_ t; t
:(1—t0)¢( Lo Lo Jp—— >+t0x.

11—ty 1=ty T1—ty 1—t

Si top = 0 también se tiene la igualdad. Asi, para 1 <i <k + 1, vemos que 9;T(¢) =
T(@Z_lqﬁ)

Sea ¢ un k-simplejo singular cualquiera. Entonces:

k+1
0T = DT+ Y (~1)'0T(9)
kjrl k+1 k
=0 To+ Y (—1)0T(¢) — | > _(—1)'T0i1(¢) + Y _(—1)T(
i=1 i=1 §=0
= ¢ — T

Luego T": Sk(X) — Sk+1(X) es un homomorfismo con la propiedad de que 07'+710 es
el homomorfismo identidad en Si(X) para todo k£ > 1. En consecuencia, si z € Z,(X)
p > 1, se sigue que T'0z = 0; por lo tanto z = d(T'z), es decir, z € B,(X). Esto implica
que H,(X) = 0 para todo p > 0. O

La construcciéon usada en la prueba del teorema anterior es un caso especial de

una cadena de homotopia entre cadenas de complejos. Supongamos que C' = {C;, 0}
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y €' = {C/,d'} son cadenas de complejos y T : C — (" es un homomorfismo
de grupos graduados de grado uno. Consideremos el homomorfismo de grado cero
T+ T9o:C — (' Este es una funcién cadena que induce un homomorfismo en la
homologia (0'T +10), : H,(C') — H,(C"), para cada p. Ahora, si z € Zp(C), vemos
que (T +T0)(z) = 0'T(z) y este tltimo elemento esta contenido en B,(C"). Luego

(O'T 4+ TO), es el homomorfismo cero para cada p.

Dos funciones cadena f,g: C' — C’ se dice que son cadenas homotdpicas si existe

un homomorfismo 7" : C' — C” de grado uno con 9'T'+Td = f — g.

Proposicion 1.9. Si f y g son funciones cadena, las cuales son cadenas homotopicas,

entonces f. = g. como homomorfismos de H,(C) en H.(C").

Demostracion. SiT : C — C' es una cadena homotdépica entre f y g, entonces
O

Supongamos que C' = {C,}, D ={D,} y E = {E,} son cadenas de complejos y

0 - C - D E -0

es una secuencia exacta corta donde f y g son funciones cadena de grado cero. Luego

para cada p se tiene asociada una tripleta en la homologia de grupos

1,(0) L H,(D) —L— H,(E).

Examinemos cuanto se desvia de ser una secuencia exacta corta. Estamos suponiendo
que tenemos un diagrama infinito, donde cada fila es exacta y cada cuadrado es

conmutativo:
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Sea z € Z,(F), esto es 0z = 0. Como g es sobreyectiva, existe d € D, tal que g(d) = z.
Ahora como cada cuadrado conmuta ¢(dd) = dg(d) = 0z = 0. Asi, la imagen de dd
estd contenida en el kernel de g, que es igual a la imagen de f. Entonces existe un
tnico ¢ € Cy,—1 con f(c) = dd. Ahora, f(0c) = df(c) = 9(dd) = 0. Luego, como f es
inyectiva, dc = 0.

Asi, dado un elemento z € Z,,(E) existe un elemento no tnico ¢ € Z,_1(C) relacio-
nado con éste, y por tanto el procedimiento no da lugar a una funcién. Sin embargo,
esta construccién si define una correspondencia entre las clases de homologia, como
veremos a continuacion.

Sean z, 7 € Z,(F) con z— 2" € B,(E). Entonces existe e € E, ;1 con d(e) = z— 2.
Sean d,d" € D, con g(d) = zy g(d) = 2,y ¢,d € C,_1 tales que f(c) = dd y
f(d) = 0d'. Debemos mostrar que c—¢’ € B,,_1(C). En efecto, como g es sobreyectiva
existe a € D, tal que g(a) = e. Ahora, g(da) = dg(a) = 0e = z — 2’ y por tanto

d — d — Ja es un elemento del kernel de g, que por tanto esta en la imagen de f. En
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consecuencia, existe b € C,, con f(b) = d — d' — da; ademas:
f(Ob) =0f(b) =9(d—d — da)
=0d —9d = f(c) — f(c)
= fle={)
y como [ es inyectiva, entonces 0b = ¢ — ¢.
Asi, la correspondencia inducida en los grupos de homologia estd bien definida y

obviamente es un homomorfismo. Este homomorfismo se denota por § : H,(E) —

H,_1(C) y se denomina el homomorfismo conexion para la secuencia exacta corta

0 - C - D - F - 0

Lema 1.10 (Zig-Zag). Si 0 - C . p-—.p ~ 0 es una secuen-

cia exacta corta de cadenas de complejos y homomorfismos cadena de grado cero,
entonces la secuencia larga

J= fe

Hn(D) - Hn(E) - n—l(O)
es exacta.

Demostracion. Mostremos primero que Im f, = ker g,. Veamos la inclusion ker g, C
Im f,. Sea d € Z,(D), con g(d) € B,(E), es decir d, es un elemento de ker g,. Existe
e € FE, tal que de = g(d). Como ¢ es sobreyectiva, existe a € D,,;1 con g(a) = e.
Ahora, g(0da) = 0g(a) = 0e = g(d). Luego d — da € ker g y por tanto existe ¢ € C,,
con f(c) = d — da. Solo resta verificar que dc = 0 y se tendra que f,(¢) = d. Esto
se tiene ya que df(¢) = dd = 0, lo cual implica que f(0c) = 0. Como f es inyectiva,
Oc = 0, y se tiene la inclusion.

Veamos ahora que Img, = kerd. Examinemos la inclusién kerd C Img,. Sea

e € Z,(F). Siguiendo la construcciéon del homomorfismo coneccién d, vemos que
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existe d € D, tal que g(d) = e; para dd existe ¢ € Z,_1(C) con f(c) = dd, tal que
d(e) = ¢. Supongamos que ¢ € B,,_1(C), es decir, € € kerd. Existe a € C,, para el cual
se tiene da = c. Ahora, f(a) es tal que 0f(a) = 0d. Sea d' = f(a), d—d € Z,(D) y
como
g(d—d') = g(d) — g(d') = g(d) — g(f(a)) = g(d) —0 =e

se deduce que g,(d — d’') = €, lo cual muestra la inclusién.

Por tltimo probemos que Im § = ker f,. Mostremos la inclusién ker f, C ImJ. Sea
c € Z,-1(C) tal que f(c) € B,_1(D). Entonces existe d € D,, tal que dd = f(c). Pero
0g(d) = g(dd) = g(f(c)) = 0, luego g(d) € Z,(E). Asi, la clase de ¢g(d) es enviada
mediante § en la clase de ¢; luego ker f, C Imé.

Las demads inclusiones se demuestran en forma similar. OJ

1.1.2. Cadenas subordinadas a un cubrimiento

Sea X un espacio topolégico y U = {U,} cualquier cubrimiento abierto de X.
Denotaremos como SY(X) el subgrupo de S, (X) generado por los n-simplejos ¢ :
A, — X para los cuales ¢(A,) estd contenido en algin U, € U. Notemos que
para cada i, Im ;¢ C Im ¢ luego el homomorfismo 9 : SY(X) — SV |(X) estd bien
definido. Asi, para cualquier cubrimiento U de X, existe una cadena de complejos
SY(X) tal que la inclusién natural i : SY(X) — S,(X) es una funcién cadena.
Notemos que si W es un cubrimiento de un espacio Y y f : X — Y es una funcién
continua tal que para cada U, € U, f(U,) esta contenido en algin V3 de W, entonces

existe una funcién cadena fy : SY(X) — S (Y) que satisface fy oix =iy o fy.

Teorema 1.11. Si U es una familia de subconjuntos de X tal que sus interiores
forman un cubrimiento de X, entonces i, : H,(SY) — H,(X) es un isomorfismo

para cada n.
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Demostracion. Ver [4] apéndice 1. O

En la prueba de la exactitud de la secuencia generalizada de Mayer-Vietotis para
cadenas singulares proposicion 1.15, se necesitara de las cadenas subordinadas a un

cubrimiento.

1.2. Cohomologia singular

Definicién 1.2. Sea X un espacio topoldgico y {S,(X),0,,q > 0} el complejo de

cadenas singulares en X . Al aplicar Homg( ,Z) se obtiene el complejo

d° dt d?

0 SO(X) ——= S'(X) o L s x) e

donde SU(X) = Homy(S,(X),Z). Un elemento en S9(X) se llamard una q-cocadena.
d denotard el operador cofrontera definido por (dic)(c) = o(9ys1¢), con o € ST X)
yc€ Syr1(X). Sice SUX) es tal que dc = 0, entonces ¢ se llamard un g-cociclo.
Si b € SUX) es tal que existe a € ST(X) con da = b, decimos que b es una q-
cofrontera. A la homologia de este complejo se le llama la cohomologia singular de X
(X).

4 *
y se denotard por Hg,

Sea f : X — Y un homeomorfismo. Sabemos que f induce una funcién fy entre

los complejos de cadenas singulares de X y Y,
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para la cual se tiene Jfy = fx0. Es decir, el diagrama anterior conmuta. fz induce
un homomorfismo en los grupos de homologia, el cual también se denotara por fx.
Se ve facilmente que este homomorfismo es inyectivo. En forma andloga, la misma
propiedad es vélida para f~!, donde (fyz)™' = (f~1)4. Luego fyx es un isomorfismo
entre los grupos de homologia de los espacios X y Y. Al aplicar Homz( ,Z) en el
diagrama anterior se obtiene el siguiente diagrama conmutativo.

d Homy (S,(X),Z) ~2— Homg(S,_1(X),Z)

#* #

Homy (S, (Y),Z) ~—%— Homg(S,_1(Y),Z)
Veamos que en efecto el diagrama anterior conmuta. Sean ¢ € Homgy(S,_1(Y),Z) y

¢ € Sp(X). Entonces

[(f*d)c)(¢) = (de)(f(#)) = c(9f(9))
=c(f(09)), (vaque) dfy = fzo0
= (f7c)(99) = [(df*)(0)](9).
Luego f# induce un homomorfismo entre los grupos de cohomologfa de Y y X. De

forma analoga se tiene que (f~1!)# induce un homomorfismo entre los grupos de

cohomologia de X y Y. Ademads para ¢ € Homy(S,(Y),Z) y ¢ € S,,(Y) se tiene

(ST (Fl(0) = (F7H(9) = clf(f)(@)] = c(9),

con lo que (f~1)# o f# es el homomorfismo identidad. En forma andloga también
se prueba que f#((f~1)%¢)](¢) = c(¢), con ¢ € Homz(S,X,Z) y ¢ € S,(X). Luego

(f~H# es el homomorfismo inverso de f#. De lo anterior se tiene

Teorema 1.12. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y un homeomorfismo.

Entonces f induce un isomorfismo entre las cohomologias singulares de X y Y.

20



Computemos a manera de ejemplo la 0-cohomologia singular de un espacio to-
pologico X.
HO

sing

(X) = ker(d : S°%(X) — SYX)). ¢ € S%X) es un 0O-cociclo, si y sélo si
dc(¢p) = 0 para todo ¢ € S1(X), esto es, ¢(0¢p = 0), para todo ¢ € S1(X), si y sélo
si c(¢(1)) = ¢(¢(0)), para todo ¢ € S1(X). Se tiene entonces que ¢ es constante en

cada componente conexa por camino de X, luego H° (X) = @ _; Z, donde |B| es el

pEB

nimero de componentes conexas por camino de X.

Teorema 1.13. Si X es un subconjunto convero de R™, entonces HZL. (X) =0, para

sing
todo g >0y H?, (X)="LZ.

sing
Demostracién. Sea L : SY(X) — S971(X) el operador dado por (Lo)(c) = o(Tc),
donde T es el operador definido en el teorema 1.8, 0 € S9(X) y ¢ € S,—1(X). Para
o€ 8 X)yce S,—1(X), se tiene

((dL — Ld)o)e = (d(Lo))e — (L(do))(c)
= (Lo)(9dc) — (do)(T'c)
= o(Tdc) — o(9T¢)
= o((TO — 9T)c)
= 5 (c).
La tltima igualdad se tiene por el teorema 1.8. Luego dL — Ld = Id en S4(X); esto

es, L es un operador de homotopia entre la funcién identidad y la funcién cero en las

g-cocadenas, ¢ > 1. De este hecho y del ejemplo anterior se tiene que

Z, siq=0
H*

sing

(X) =
0, siqg>0.
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1.2.1. Secuencia de Cech para la homologia singular

Sea X un espacio topolégico y sea U = {U, : a € A} un cubrimiento de X,
indizado con un cierto conjunto totalmente ordenado A. Denotemos por Sy(Usyy..a,)
el conjunto de g-simplejos singulares en Uy,...q,, donde Us,. ., denota la interseccion

Uao N - -+ NU,,. Sean ademds
Bg ={¢: A, — X :Im¢ C U,, para algin o € A}

y S;] el grupo libre abeliano generado por los elementos de Bg]. A cada elemen-
to ¢ € @a0<m<% Sq(Uag...a,) 10 Tepresentaremos por ¢ = (Caq..ap), donde coq..a, €
Sq(Uao__ap). Adoptamos la convencién de que al intercambiar dos indices se introduce

un signo menos, esto €s, Caq..a..8..ap = —Cag...f...a..ap

Definimos el operador frontera de Cech

0: @ S Oéo ap _> @ Sq(UOéo---ap—1)’

ap<---<ap ap<--<ap—1

como la suma (6¢)ag...ap_1 = Do Caag..ap_r- NOtemos que esta suma sélo involucra
finitos términos.
No es dificil ver que el complejo resultante es un complejo de cadenas, es decir,
2 . .
que 6 = 0. En efecto, si ¢ € ®a0<-~~<ap_1 Sq(Uag...a, ) €ntonces

(520)040,--.,%4 = Z<5C aQQ,...,ap—2 — Z Zcﬁaam e

o

=0

La ultima igualdad se tiene ya que co5.. = Cga....
Para el término de grado cero, el operador aumento se denotard por € : @, S¢(Ua,) —

SY y lo definimos como la suma de g-simplejos en los Sy(Us,).
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Ejemplo 1.14. Sea U = {Uy, U, }. En este caso el complejo de Cech luce como

04 SUULUTL) & Sy(Up) ®Sy(Uh) & S(UyNU) 0

donde £(cy, c1) = co + ¢1. Para ¢ € Sy(Up NUy) se tiene

1

(0c)o = E Ca0 = Coo + C10 =0 — co1 = —co1
a=0

1
<5C>1 = anl = co1 + c11 = co1 + 0 = cp1,

a=0
Esto es, si ¢ = (co1), entonces 6(co1) = (—co1, Co1)-
Proposicién 1.15 (Secuencia de Mayer-Vietoris para cadenas singulares). Sea U =
{Us € A, } donde A es un conjunto totalmente ordenado, un cubrimiento contable

de un espacio topologico X. La siguiente secuencia es exacta

SY(X) : EBSQ(U%) SN EB Sq(Uagar) 0 ...

q apg<a]

Demostracion. Veamos primero, por induccién, que la secuencia es exacta para un
cubrimiento finito cualquiera. Después extenderemos el resultado a un cubrimiento
infinito numerable.

Para dos conjuntos abiertos, la secuencia se convierte en

0 SHUUUL) < Sy(Up) ®Sy(Ur) < Sg(UpnUy) 0
(—co1, co1) — Co1
co+ ¢ — (co, 1)
Veamos la exactitud en el medio. Ya sabemos que 4% = 0. Sean ahora ¢g = Y, n;¢; €
Sq(Uo) v c1 = Y, njb; € Sy(Ur) con ¢g + ¢4 = 0, donde no hay ni repeticiones de
los ¢;, ni de los 9;. Entonces m; = —n;, ¥; = ¢; y por tanto c¢o = ¢1 y ¢y € Sy(Ur),

c1 € S,(Up). Ast ¢g, 1 € Sg(UpNUy), con lo cual (co,¢1) = (—cq, ¢1).
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Denotaremos por U a la unién U_,U,,.

Para tres conjuntos abiertos la secuencia de Mayer-Vietoris es

0+ SYUo?) «+ Sq(Uo) @ Sq(U1) @ Sq(U2) +—  Sq(Uo1) ® Sq(Uo2) ® Sq(U12) <+ Sq(Uo12) + 0
(co12, —co12, c012) — co12

(—co1 — co2,c01 — c12,C02 + C12) (co1,co2,c12)

La secuencia de Mayer-Vietoris para dos conjuntos abiertos se inyecta en la se-
cuencia de Mayer-Vietoris para tres y se forma el siguiente diagrama conmutativo
con columnas exactas:

0 0 0
+ + +
0 « A & Sq (Uo) ® Sq (Ur) z Sq (Uo) & 0
4 { 4 4
0 « B & S;(U0)®Sq(U1)®Sq(U2) & Sq(Uon)®Sq(Un2) ®Sq(Ur2) & Sq(Uoiz) « 0
I I + +
0« ¢ & S, (Us) & Sq (Uo) @ Sq (U2) & S, Un2) « 0
" ! . v
0 0 0 0
d _ QU (7701 QU (77012 _ s{(U?)
onde A= S/ (U"), B=S, (U )yC—W.

La U en SJ(U") corresponde al cubrimiento {Up, U1}, mientras que la U en
S{/(U°'?) corresponde al cubrimiento {Uy, Uy, Us}.

Por el lema 1.10 (Zig-Zag), si probamos que la primera y la iltima fila son exactas,
la intermedia lo sera. La primera fila es exacta por ser la secuenia de Mayer-Vietoris
para un cubrimiento con dos conjuntos abiertos. Veamos la exactitud de la ultima
fila.

SU U()12

I estan representadas por g¢-

€ es sobre pues las clases que no son cero en W

cadenas singulares que estan contenidas en S,(Uz), y que no estdn contenidas en S;(Up) o
Sq(Ul)-
La cola que resta de la ultima fila es casi la secuencia de Mayer-Vietoris para el cubri-

miento abierto {Up, Ur2}, ésta es exacta, excepto posiblemente en S, (Us).
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Sea ¢ € S, (Up2) ® Sy (Ur2), ¢ = (a,b), a € Sy(Up) y b € Sy(Uy). Ahora como § es el
operador aumento, 6(c) = a + b € SY(U), esto es, 20 d(c) = 0.

Sea ¢ € S4(Uz) tal que g(c) = 0. Entonces ¢ € S,(Up) o ¢ € Sy(Ur). Si ¢ € S4(Up),
a = (c,0) € Sy (Up2) ® S, (Ur2) es tal que 6(a) = c. De forma andloga se tiene si ¢ € Sy(Uy).

Supongamos ahora que la secuencia de Mayer-Vietoris para cadenas singulares es exacta
para p—+ 1 conjuntos abiertos, y deduzcamos que también lo es para p+2 conjuntos abiertos.

Con un argumento parecido el caso anterior la secuencia de Mayer-Vietoris para p + 1
conjuntos abiertos se inyecta en la de p + 2, obteniéndose un diagrama conmutativo donde

las columnas son exactas:

0 0 0
4 s 4

0 + A & @, 5Ua) & - Sq (Uag...ap) A 0
4 s 4 4

0 « B & @S4Us) <& - D Sq (Uag...ap) & Sy (Uag.apis) + O
{ { 4 4

0 « C & SqWUp1) & o B®ispi1SaWUagociiapss) & Sq(Uagoapy,) « 0
4 s 4 4
0 0 0 0

U Qe apt1
donde A — SqU (U20-0) B = Sf}] (U041 y O = % d; significa que se ha

suprimido el indice «;.

La primera fila es exacta por hipdtesis y la iltima, como en el caso anterior, también lo es,
donde la cola es la secuencia de Mayer-viatoris para los p-+1 conjuntos {Uagay; 1 - - - s Uapay1 }
contenidos todos en Uy, ,. Luego, por el lema del Zig-Zag, la fila intermedia también es
exacta.

Supongamos ahora que el cubrimiento es infinito numerable. Por la definicién de suma
directa, un elemento ¢ € @ S;(Uaqy...q,) tiene solo finitas componentes no nulas. Estas

componentes involucran un numero finito de conjuntos abiertos. Luego si dc = 0, por la

secuencia de Mayer-Viatoris para un cubrimento finito, existe b € € Sq(Uao_,,ap +1) tal que
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c = 0b.
Esto prueba la exactitud de la secuencia de Mayer-Viatoris para un cubrimiento infinito

numerable. O
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Capitulo 2

Manifolds y formas diferenciales

2.1. Manifolds

Definicién 2.1. Un espacio topologico M se dice localmente Fuclidiano de dimension
n st para todo punto x € M existen U, C M un entorno abierto de x, (793 C R™ un
abierto y un homeomorfismo @, : U, — (796 C R"™. El par (Uy, v, : Uy — ﬁx) se llama

una carta.

Definicién 2.2. Un manifold topologico es un espacio Hausdorff, sequndo contable y
localmente Euclidiano. Se dice de dimension n si es localmente Euclidiano de dimen-

sion n.

Si M es un manifold topoldgico conexo, entonces el n en la definicién anterior es
el mismo para todos los pares (U,, ¢.), esto se deduce del teorema de invarianza de

dominio de Brouwer, ver [2].

Definicién 2.3. Dos cartas (U,¢ : U — R"), (Vo : V. — R™) en un manifold
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topoldgico, se dicen compatibles si las dos funciones
pop lipUNV) = oUNV), pog¢™:a(UNV) = pUNV),
son de clase C'°.

Definicién 2.4. Un atlas en un espacio localmente Fuclidiano M, es una coleccion
A ={(Us, ¢o)} de cartas compatibles que cubren a M.
Una carta (V, p) se dice que es compatible con un atlas {(Uy, ¢a)} si esta es compatible

con todas las cartas del atlas.

Definicién 2.5. Un atlas M en un espacio localmente Euclidiano se dice que es
mdzximal si no existe otro que lo contenga propiamente, es decir, si existe otro atlas

A que contiene a M, entonces M = A.

Definicién 2.6. Un manifold suave es un espacio topolégico junto con un atlas maxi-
mal. Un manifold se dice que tiene dimension n si todas sus componentes conexas

tienen dimension n.

Definicién 2.7. Si M, N son manifolds suaves, una funcion f : M — N se llama
suave si para cada p € M existe una carta (Uy,¢p) en M y otra carta (Vi) Vi)

en N tal que Yy o f oyt es C.

Los manifolds suaves y sus funciones suaves forman una categoria. Si existe g : N —
M suave tal que go f =1dy, v f o g = Idy, entonces f, g se llaman difeomorfismos y
M, N se llaman difeomorfos.

Denotaremos por (ul,---u™) a las coordenadas estdndar de R, u’ (a1, - ,a,) =

a;. Sip: U C M — U C R”, es una carta de M, entonces a la funcién u’ o ¢ la

denotaremos por z*, de tal forma que ¢ (p) = (z' (p),---2" (p)).
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Definicién 2.8. Si f : U — R es suave y (U, = (z%,---2")) es una carta en U,

entonces para p € U se define

af

) =Di(for™) (o) = o

T oul

(foe™) (v (p).
Aqui D; denota la derivada parcial i-ésima en R™.

Nota. No es dificil ver que la definicion anterior no depende de la carta escogida.

2.1.1. Espacio tangente

Sea f : U C R" — R suave y p € U un punto. La derivada direccional de f en
p en la direccién de v = (vy,...,v,) estd definida como D, f (p) = L f (p+ tv)‘tzo.
Por la regla de la cadena, D, f (p) = % (p)vg + -+ + aaTJ; (p) vp,. Luego existe una

correspondencia biyectiva v — D,,. Es facil ver que D, : C*° (U) — R es un operador

R-lineal, esto es, D, (af + g) (p) = aD, f (p)+Dug (p) y Dy (fg) () = g (p) Do f (p)+
f(p) Dyg (p) (regla de Leibnitz).

Definicién 2.9. Sea M un n-manifold y p € M un punto. El espacio tangente de M
en p, T,(M), es por definicion el conjunto de todos los operadores D : C*° (M) — R

tales que:
i. D(af+g)=aDf+ Dg.
ii. D(fg)=g(p)Df+ f(p)Dg.

Es claro que (D1 + Ds) (f) = D1if + Daof, (aDy) f = aD; f, luego T, (M) es un

R-espacio vectorial.

o)

Sea (U, ), ¢ = («',...,2") una carta de M. Las derivaciones, 7% ,i=1....n
dadas por -2 ) (f) = 2L (p), f € C> (U), son elementos de T,,(M).
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Lema 2.1. Sea M un n-manifold suave y p € M. Si (Uy, ), ¢ = (z',...,2") es

una carta, entonces B, = {%L) fe i‘p} es una base para T,(M). Si D € T,(M),

» Oxmn

D :C>(U) — R, se tiene que

0 0
D=D(z') =—| +---+D(a"
(%) 1 + -+ D(z") e
p p
Demostracion. Ver [5] pag 80. O
Sea (V,,¥), ¥ = (y*,...,y") otra carta alrededor de p, 3, la base {a%l s % }
P p
ysea D = % . Se sigue que
P
0 8x1()8 N +8x”()8
—_ = — p - e _ p -
ay|, Oy ox! ’ oyl Az |,
Entonces la matriz de cambio de base, de 3, a f3,, estd dada por
xl 1'1
ol (0 ERERI - ()
Ud]g,p, =
S o) - 5=

Esta matriz [Id]; ; = [%(p)]nxn también la denotaremos por J, 4 (p).

Sean N un nm-manifold, M un m-manifold y f : N — M una funcién suave.
Entonces f induce en forma natural un R-homomorfismo f,, : T,N — Ty, M de
la siguiente manera: si i : Vi) — R es suave, donde Vy(,) es un abierto de M que
contiene a f(p) y D € T,(N), entonces f,,(D)(h) = D(ho f). f., se denomina la
diferencial de f en p.

Sean ¢ : Uy = [~ (Vi) = U, ¥ : Vigy = V, o= (2!,...,2"), ¥ = (y',...,y™)

cartas alrededor de p y f(p) respectivamente. Veamos cudl es la matriz de cambio

de base [f.]5, 5.+ donde By = {%|p,..., a%n‘p} y By = {% b &%}p}. Sea
D’ = fip(35)]p. Por definicién D’ (h) = 2 (ho f)(p). Del lema 2.1 tenemos

0 0
D. =D (y') — coe e D' () — | .
j (y)3y1p+ + (y)ay”p
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Por tanto D’ (y') = 5% (y o f) (p) . Si denotamos por f* =y’ o f, entonces

- Oft 0 afm 0
D= 2L (p) — cee e 2L () —/—
507 L) 5y p+ + 55 () 2l
Luego
of
0 Ol = |55 )]
j=1,n
2.2. Formas diferenciales
Sean V' y W espacios vectoriales reales con bases By = {vi,...,v,} v Bw =

{wy, ..., w,} respectivamente. El dual de V,V*  se define como V* = Homg(V,R),
el conjunto de funcionales en V' con las operaciones estdandar. Cada base [y =
{v1,...,v,} para V induce una base para V*, llamada base dual, 5}, = {v],...,v:},
con v} : V. — R, el operador R-lineal dado por:

1, sij=1

vi (v;) =

0, sij#i.
Si f:V — W es una transformacion lineal, f induce otra transformacion lineal
f*: W* — V* dada por f*(A\) = Ao f, donde X\ es un elemento de W*. Es fécil
ver que si A = [flg, .5, es la matriz de cambio de base respecto a f en las bases
dadas, entonces la matriz de cambio de base respecto a f*, en las bases dadas, es
A* = [f*]s gz, la transpuesta de A.

Para cada k > 0, f induce una transformacién lineal A¥f : A¥V — A¥IW dada por

(para la definicién de los productos exteriores y sus propiedades ver [5] Pag 15)

NP i A N ) = o) Ao A f(oy,)
tal que Af(go f) = A*(g) o AF(f), v AF(Id) = 1d.
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Sean las bases en orden lexicografico

/\kﬁvz{%A.../\vik;1§z‘1<...<z’k§n}

/\kﬁwz{wle.../\Ujk:lgjl < ... <jk§n}.
Entonces, se puede probar que(ver [5] pag 15)
A" flnepr nnr = laa],

donde I = (i1,...,i), con 1 < iy < -+ < i, J = (J1,.--,Jk), L < 1 < -+ < Ji,
y ary = det(Ary), donde (Arg)rr es la matriz que se obtiene seleccionando las filas

{i1,...,ix} y las columnas {ji, ..., i} de la matriz A.

Definicién 2.10. Sea M un n-manifold suave. Para cada p € M sean T,(M) el
espacio tangente y Ty (M) su dual. Para cada entero 0 < k < n,una k-forma en un

abierto U C M es una funcion
. ' k
w.U—>||p€U/\ Tx (M)

que satisface w(q) € N*T,(M)* para todo q € U, junto con la propiedad siguiente:
para cada p € U, existe un entorno U, C U, una carta ¢ : U, = R", ¢ = (z!, ... 2")

y funciones suaves fo : U, = R tales que para todo q € U,
w(q) = Z fal@)da™ g A~ A dat],

donde {dz'|y, ..., dz"|,} denota la base dual de {52, ..., 554}

Nota. De ahora en adelante, se omitird por brevedad el simbolo |, cuando no haya

lugar a confusion.
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Sea w una forma definida en U C M abierto, M un n- manifold suave. Supongamos
que U’ C U es un abiertoy ¢ : U’ — R", ¢ : U’ — R" con p = (z},...,2") y ¢ =
(yh, ..., y") cartas tales que w|pr = > frdx! y wl|gr = gydy”, con I = (iy, ..., i),

dx! = dx'* A --- Adx™ y en forma andloga para J y dy’. En cada p € U’ hay dos
bases para T,(M): 5, = {%, o 8x”} y By = {8y1,..., ayn} Sabemos que
oy’
[Id]ﬁyﬁz - [axj:|n><n.

Pasando a los espacios duales obtenemos
oy T
Id] e 4o = [ ] ,
[ ]ﬁzﬁy 0xI lnxn

donde £ = {dz” : I = (j1,...,jr)} v B = {da’ : T= (i1,...,ix)}. Entonces w(p) =

Soy93(p)dy’|, v dy’|, = >°;det(Ary)da?|p, donde Agj se obtiene seleccionando las

filas {i1,...,ix} y las columnas {ji, ..., jx}. Por tanto

wlyr = Z Zdet (Ar3)gsdx’ |p) = Z Zdet Ar3)gs)dz’ |p
J 1

Luego f1 =) jdet(Ars)gs
si w es una n-forma en Uy U = {(U,,¢o) : @« € A} un atlas tal que w|y, =

fadxl A -+ A da”, entonces en U, N Ug se tiene que

fa = fﬁdett]gog,gaa (21)

De lo anterior vemos que, dar una n-forma en U equivale a dar una coleccion de
funciones suaves { fa; fo € C°(U,)} tales que en U, N Up se cumpla (2.1).

Denotaremos por QF(U) con 0 < k <n, U C M al espacio de k-formas en U.

2.2.1. Pullback de k-formas diferenciales

Sean M y N manifolds suaves y f : N — M una funcién suave. Sea p € N,

q=f)y fop: T,(N) — T,(M) la diferencial de f en p. El operador f,, induce
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una transformacién lineal, g, = A"(f.,)* : AMT7 (M) — AMT(N), (ver [5] Pag 15). Si

U C M es un abierto, definamos
£ Qi (U) = (1)) (2:2)

como la funcién que envia a w € QF(U) en la forma f*w, en f~1(U), que estd definida
por (f*w)(p) = gp(w(q)). La funcién f* se llama el pullback determinado por f. La

siguiente proposiciéon nos muestra algunas propiedades béasicas del pullback.

Proposicion 2.2. Sean N un n-manifold, M un m-manifold, f : N — M una
funcion suave, w y 0 k-formas diferenciales en M y h una funcion suave en M.

Entonces
1. ff*(w+0) = fw+ f*0.
2 f* (hw) = (ho f) fw.

3. Sean (V,p = (z%,...,2") y (U, = (y*,...,y™)) cartas con V. C N, U C M
y f(V) C U. Denotemos por fi(x',....2"), j = 1,...,m, a las coordenadas
de [ en estas cartas y por (Jfy,)* = [0f7/02"], ., a la transpuesta de la
matriz jacobiana. Si w € Q%,(U) se escribe en estas coordenadas como w =
ZJk wy, dy’k, entonces f*w estd dada en V por

Fro="Y (s of) det(((Jfpp)na,) da'™.

T, J),
Demostracion. Las propiedades 1 y 2 se siguen directamente de la definicién de f*.
Denotemos por Bf, = {dz',..., dz"}, B}, = {dy',...,dy™} a las bases duales de las
bases asociadas a las cartas.

/\kB;p = {dz"™|, : I; multifndice ordenado sin repeticién}
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/\kB;z, o) = {dka] f(» : I multiindice ordenado sin repeticién }

son bases para A*T*(N) y /\kT;(p)(M) enp e Vy f(p) €U, respectivamente , (ver
[5] pag 12). Ademds, con respecto a estas bases la matriz asociada a la transpuesta
de la diferencial f,, es precisamente (Jfy ,(p))* y por consiguiente la matriz C(p),
que corresponde a la transformacion lineal g, = A*(f.,)*, tiene como entrada (I, Jy)

al elemento C(p)1,5, = det((J fy,4(p)) 1.3,), (ver [5], pag 12). Explicitamente,

Of 0r(p) - O /0r" ()
C(p)Ika = det

afjl /axlk (p) ... afjk/axlk (p)

La imagen de dy’*| #(p) bajo g, viene dada por la columna J; de la matriz (Z) X (T,?),

C(p)1.3,, que expresada a su vez en términos de la base /\kB;p corresponde al vector
Gp(dy”* | 5)) = >, C(p)1,3,dx"|,. De aqui se sigue que
d (Z w“'kdka> = (ws, 0 ) f(dy™)
Iy Jp

= Z(ka © f) Z det((‘]fwy@)*Ika)dmIk
Ji I

= (wa, 0 f)det((J fyp) 1.3, )da™,

Ik I

lo cual concluye la demostracion de la proposicion. O

2.2.2. Derivacion de formas

Sean (U, = (2',...,2")) coordenadas en U C M un n-manifold y f € C*(U).

Definimos

_9f 4 of
= 8x1dx + + B

dz".

d.f
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Siy = (y',...,y") es otro sistema de coordenadas en U, se tiene que d, f = g—?fldyl +

+ %dy”. Ahora dy’ = g—gid:cl + - %dwn- Por tanto
— Z ax]
8f f)y af 8y

4,7=1 7=1 =1

Del lema 2.1 se tiene que of = S0 2% ay Por lo tanto d, f = > 7, L dad = d,.

Luego si hacemos d = d,,, vemos que d : Q°(U) — Q'(U) no depende de la carta; es
decir, el operador diferencial esta bien definido. Las siguientes son sus propiedades

mas esenciales:

Proposicién 2.3. Sea M un n-manifold, para cada (U, = (x',... 2")) existe un

tinico operador d : QP(U) — QPTYH(U) tal que:
1. Si f € QYU) = C>(U), entonces df coincide con el operador definido arriba.
2. d(aw; + ws) = adw; + dwsy para todo o € R y para todo wy,wy € QP(U).

3. dod =0.

Demostracion. Ver [5] pag 164. O

2.2.3. Complejo de De Rham

Definicién 2.11. Sea M un n-manifold. El complejo de De Rham de M es el com-

plejo de R-espacios vectoriales {QF (M), d*} o

Oy —2 oty —E
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Su homologia
 ker(QF(M) — QFTH(M))
— Im(QFL (M) — QF(M))

se llama la cohomologia de De Rham del manifold M y se denota por Hfn(M).

Hy (M)

Definicién 2.12. Sea M un n-manifold y sea U C M wun abierto. Una k-forma
w € QF(U) se dice que es cerrada si dw = 0 y se dice que es exacta si w = 0, en el

caso k =0, o si existe una (k — 1)-forma n € Q1 (U) tal que dn = w, si k > 1.

Las k-formas cerradas y las k-formas exactas en U forman espacios vectoriales

reales, a los que denotaremos por Z* (U) y B* (U), respectivamente.

Ejemplo 2.4. Si M es conexo, entonces

HY,j, (M) = 2° (M) /B (M) = {f € 9 (M) : df =0} /0

={feQ(M):df =0}.

Luego, del ejemplo se tiene que HY 5 (M) consta de todas las funciones con valores
reales localmente constantes. Como M es conexo, toda funcion localmente constante

es constante y, por consiguiente, H% , (M) puede identificarse con R.

Proposicion 2.5. Sean M y N manifolds suaves y sea f : M — N una funcion

suave. Entonces para cada abierto U en N y w € Q% (U), se tiene que f*dw =
d(ffw).

Demostracion. Demostrar la igualdad de estas dos formas es un problema local.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que (U, (y,...,y™)) es una carta de N y
(V,(x',...,2™)) una carta de M, tal que f(V) C U. En primer lugar, si h € Q%,(U),

su derivada exterior es igual a dh = Y ", Oh/0y" dy’ y




Por otro lado,

. “~ 9 (ho ; oh of7 . .
i=1 i=1,....,m
Jj=1,...,n

Luego la afirmacion es cierta para O-formas. Sea ahora w una k-forma en U. Como

f*(dy?) = d(f*y7), se sigue que
d(fw) =d(f" ;wjl...jkdyﬁ Ao A dy')
= d<JZ Frpge (Fdy™) A= A (frdy™))
= d(? P d (fy?) Ao nd(fy™))
= JZ d(f'wig) A (FY) A A (fy™)
= frdwj, g A (frdy) A A (Frdy)
= O dwj,j Ay A A dy™)
o
= f*dw,

donde J; denota el multiindice 1 < j; < --- < jr < m), como queriamos demostrar.
J

]

2.2.4. Invarianza homotépica de la cohomologia

Si M y N son manifolds suaves y f : M — N es una funcién suave, el pullback
5Ok (N) — QF, (M) es una transformacién lineal para cada k > 0. Si convenimos

en definir el pullback f* como la transformacién lineal cero cuando k < 0, entonces
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la coleccién de todos los pullbacks hace conmutar los diagramas

(V) Lok, )

dl dl
f*

vy 5ok
y por tanto, definen un morfismo de complejos de espacios vectoriales. Por otro lado,
sif: M — Nyg:N — P son suaves, entonces (go )" = f*og* ysiId es la
identidad de M, entonces Id* es la identidad de Q%, (M). En particular, si f es un
difeomorfismo, f* es un isomorfismo de complejos y (f~1)" = (f*)". Por consiguiente,

el morfismo f* induce una transformacion lineal, que denotaremos nuevamente por

f* o por f*, sise quiere hacer énfasis en el entero k. Esto demuestra el siguiente lema.

Lema 2.6. Sea k un entero fijo. La correspondencia H, que asigna a cada manifold
M la k-ésima cohomologia de De Rham, H%,(M) y asigna a cada funcién suave

f: M — N entre manifolds la transformacion lineal

Hpr(f) = f*: Hpr(N) — Hpp(M),
define un functor contravariante de la categoria de manifolds suaves y funciones sua-

ves a la categoria de espacios vectoriales reales (de dimension no necesariamente

finita) y transformaciones lineales.

Definicién 2.13. Sean M y N manifolds suaves. Dos funciones suaves f,q : M — N

se llaman homotopicas si existe una funcion suave F': M x R — N tal que

F(pt)=f/), sit<0
F(pt)=g(p), sit>1,

para todo p € M. En este caso escribiremos f ~ ¢g. La funcion F' es llamada una
homotopia entre f y g. Una funcion suave f : M — N se denomina una equivalencia

homotépica si existe una funcion suave g : N — M tal que fog ~ Idy y gof ~ Idyy;.
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Nuestro objetivo préximo es demostrar la invarianza homotdpica de la cohomo-
logia de De Rham: si dos funciones suaves f, g : M — N son homotdpicas entonces
inducen el mismo homomorfismo en los grupos de cohomologia: f* = ¢g* : HY,, (N) —
HY - (M), para todo k > 0.

Sea M un manifold, denotemos por mpy : M xR — M y mg : M xR — R
a las proyecciones en cada factor y por s : M — M x R a la funcién definida por

s(p) = (p,0). Obviamente, 7y o s = Id);, y en consecuencia la compuesta
Hi (M) % Hp (M x R)SHp (M)

es la identidad en HY(M). Por otro lado, si bien no es cierto, en general, que
i (s*(w)) = w, si es cierto que 7%, o s* es la identidad en HY (M x R). Este tltimo
hecho lo daremos por cierto y para su demostracién se puede consultar en [5], pag

189.

Teorema 2.7. Sean M y N manifolds y sean f,g : M — N funciones suaves

homotépicas. Entonces f¥ = g~ : H% (N) — H% (M), para todo k > 0.

Demostracion. Supongamos que F' : M x R — N es una homotopia entre f y g, es

decir, F' es una funcién suave tal que
F (p7 t) =

para todo p € M. Sean sgp,81 : M — M x R, definidas como so(p) = (p,0) y
s1(p) = (p,1). Claramente, F'o sy = fy F os; = g. Por lo tanto sj o F* = f*y
sjo F* = g*. Por otro lado, sabemos que 7y, 059 = 7y 051 = Id,, y, por consiguiente,

-1

spomy = siomy, = Id. Como 7}, es invertible, con inversa (7},) ™" = s, se sigue que

s, = s7, y por lo tanto, que f* = g*. ]
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Corolario 2.8. Si M y N tienen el mismo tipo de homotopia, es decir, si existen
f:M— Nyg: N — M tales que fog y go f son homotdpicas a la funcion

identidad, entonces HY,p(M) ~ H% ,(N), para todo k > 0.

Definiciéon 2.14. Una funcion suave f : M — N se denomina homotopicamente nula
st es homotopica a una funcion constante. Decimos que un manifold M es contraible

st la wdentidad en M es homotopicamente nula.
Corolario 2.9. Si M es contraible, entonces HY 5 (M) = 0, para todo entero k > 0.

Demostracion. La funcién constante ¢ : M — M, ¢(p) = po, para un punto py €
M, es homotépica a Idys, y por tanto, ¢* = Idj,;. Ahora si i : {po} C M denota
la inclusién, se tiene que 7 o ¢ = ¢, de donde se sigue que c* o ¢* = c¢*. Puesto que
H% . ({p}) = 0, para todo k > 0, se sigue que ¢* = 0 y por tanto, Id%, = Idgt () =0

y en consecuencia HY . (M) = 0, para todo k > 0. O

Corolario 2.10 (Poincaré). Toda forma cerrada en un manifold M es localmente
exacta. Es decir, todo punto en M admite un entorno abierto U tal que para toda
w € Uk (M), k>0, con dw = 0, eziste una (k — 1)-forma o € U (U) con

da = wl.

Demostracion. Basta tomar cualquier entorno abierto contraible U, de p y aplicar el

corolario anterior. O

Corolario 2.11. La cohomologia k-ésima de R™ es trivial st k > 0 y es R para k = 0.
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2.2.5. Secuencia de Mayer-Vietoris para la cohomologia de

De Rham

Sean U y V dos conjuntos abiertos de un n—manifold M (que no necesariamente

cubren a M) y consideremos las inclusiones

Jgu:UNV =U, jy:UNV =V,

w:U—=UUV, iy, :V->UUV.
Lema 2.12. FEstas inclusiones dan origen a una secuencia exacta corta
0= UL (UUV) S UL (U)aUy, (V)3 U, UNV) =0
de complejos de espacios vectoriales, donde
ot (W) = (ipw, tyw) y B (w1, wa) = Jrwr — jywe,

para todo wy € Uk, (U) y wy € Uk, (V).

¥ es inyectivo, que ker(3%) = im(a*) y que ¥

Demostracion. Debemos mostrar que «
es sobreyectivo, para cada k. La primera afirmacién es obvia. Puesto que jj;oi;;, = ji 0
it,, es claro que im(a*) C ker(S¥). Para ver la otra inclusién, sea (w;,ws) € ker(3%).
Esto significa que w1l = walyqy, ¥ por tanto, estas formas definen una tnica
forma w en U UV, que obviamente satisface af (w) = (w;,ws). Finalmente, veamos
que B es sobreyectivo. Sea w una forma en U NV y sea {xy, xv} una particién de

la unidad en U U V' subordinada a {U, V'}. Definamos w; = xyw y ws = yyw. Como

Xv tiene soporte en V', podemos definir una forma en U por

wienUNV

w1 =

0 enU-V
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De manera similar podemos definir una forma en V'

_ wyen UNV
Wy =
0 enV —U.
Es claro que 8% (01, —@) = wy + wy = w. O

Del lema 1.10 (Zig-Zag) se sigue directamente el siguiente teorema.

Teorema 2.13 (Secuencia de Mayer-Vietoris). Si U y V' son abiertos en M, existe

una Ssecuencia exacta larga

0 HY, (UUV) S HY, (V) HY, (V) B HY, (UnV) S (2.3)
DR DR DR DR .

k of ok k B 11k s*
La secuencia exacta (2.3) es conocida como la secuencia de Mayer-Vietoris del par
U, V. Como aplicacién del teorema anterior, veamos cémo computar la cohomologia
de S™, la esfera n-dimensional.

Para n > 1 tenemos que

L . R st k=0, n
Hpp (5") ~

0 en caso contrario
y HY 5 (S%) = R2, HE R, (S%) =0, si k> 0. La afirmacién para S° es obvia y para S* es
el resultado del ejercicio 4.4.5 propuesto en [5]. Supongamos que n > 2. Recordemos

que

St ={z e R : (2" + -+ (") =1},

En primer lugar, HY, (S") = R, ya que S™ es conexo. Supongamos que k > 0
y denotemos por N = (0,...,1) € S™ al “polo norte” de S™. Fijemos 0 < € <

1y definamos U = {z € S": 2" > —c} yV ={zeS": 2" <e}. Uy V son
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abiertos que cubren los hemisferios norte y sur, respectivamente, y es facil ver que
son difeomorfos a una bola abierta, y por tanto, contraibles. Luego su cohomologia
es trivial, excepto en dimensién cero, en cuyo caso es isomorfa a R. Por otro lado,
S"=UUV yUNV ~ 8! x (—¢¢€) que es homotdpicamente equivalente a S™!.
Por el teorema anterior, el siguiente segmento de la secuencia de Mayer-Vietoris es

exacto

1Y (U) @ HE L (V) — HE (U N V) 5 1R (5m)

N Hk:+1 (U) D Hk+1 (V)
y como empieza y termina en espacios vectoriales triviales, tenemos que
6k
Hyp (S"71) >~ HM (S™) (2.4)

es un isomorfismo, para k > 0y n > 2.

Ahora, consideremos el segmento inicial de la secuencia de Mayer-Vietoris

o 0
0 H,(S") S HY, (V) e Y, (V) S 1Y, (UnV) S

50 ny Qb
- HIDR (S") = HlDR U)e HlDR (V)

% es inyectiva. Luego dim ker(3°) = 1 y por consigui-

Por la exactitud, tenemos que «
ente 3° es sobreyectiva, lo que implica que §° = 0. Pero Hpp (U) ~ Hhp (V) = 0
y por tanto, Hhs(S") = 0, para n > 2. Como Hy,(S') = 0, para k > 1y

HY - (SY) ~ HL5(S') ~ R, las relaciones (2.4) implican, por induccién sobre n, el

resultado.
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Capitulo 3

Sheaves y cohomologia de Cech

relativa a un cubrimiento

3.1. Sheaves

Definicién 3.1. Una presheaf F' de grupos abelianos, en un espacio topologico X,
es una funci on que asigna, a cada conjunto U abierto en X, un grupo abeliano
F(U), tal que si U es el conjunto vacio, entonces F(U) = 0 y a cada inclusion de
conjuntos abiertos if; : V. — U, un homomorfismo de grupos, llamado restriccion

pvu : F(U) — F(V) que satisface las siguientes condiciones:
1. Para todo abierto U, pyy es el homomorfismo identidad.
2. Si W C 'V C Uson abiertos, pwu = pwv © pvu-

Los elementos de F(U) se denominan secciones de F' en U y los de F(X) sec-
ciones globales. Llamaremos a los homomorfismos py homomorfismos restriccion y

escribiremos s|y en lugar de pyy(s), si s € F(U).
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Ejemplo 3.1. La presheaf constante con grupo G es la presheaf F' que asocia a cada
abierto U las funciones localmente constantes: U — G y a cada inclusion de abiertos
V' C U la retriccion de funciones: F(U) — F (V). Por abuso de notacion, la presheaf

constante con grupo R se denotard también por R.

Definicién 3.2. Una presheaf F' en un espacio topologico X es una sheaf, si para
cualquier abierto U C X y para cualquier cubrimiento abierto {Uy}taca de U se
satisface la siguiente condicion: si {sa € A : so € F(U,)}, es una coleccion de
secciones tales que Sa|UaﬂUg = 36|UaﬂUg; para todo U, y Ugs, entonces existe una unica

seccion s € F(U) tal que s, = s|y, en cada U,.

Sean M un manifold y F' = Q¥ para U C M abierto F(U) = Q¥(U), entonces F

es una sheaf con la restriccion usual en las k-formas (ver [5] pag 156).

3.2. Cohomologia de Cech

Definicién 3.3. Sean X un espacio topolégico, F' una presheaf de grupos abelianos
y U = {U, : « € A} un cubrimiento de X, donde A es un conjunto totalmente

ordenado. Denotaremos a la interseccion Uy, M-+ -NUy, por Uysg...a,- Para cada p > 0,

sea
C*UF)= [] FUap..ar):
ap<--<ap
A un elemento w € CP(U,F) lo representaremos por w = (Wag..a,); Wag..ap €
F(Usg...ap)-

Nota. Los indices en Wa,..a, Son todos en orden creciente. En general, se pueden

permitir los indices en cualquier orden, aun con repeticiones, dada la convencion

w. . q..p. = W. 8.c«..-
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Definicién 3.4. Para cada p > 0, definimos 6° : CP(U, F) — CPT™Y(U,F) de la
siguiente manera:

p+1
(5pw)a0~~ap+1 = Z(_l)zwaondi--apH Uag...op i1
=0

donde «; significa que se ha omitido el indice «;.

En la notacién omitiremos la restriccién |.

Ejemplo 3.2. Sean A ={0,1,2}, U = {U, : a« € A} un cubrimiento de un espacio
topologico X y F' una sheaf. Consideremos todos los multiindices ay . ..oy, a; € A,
ordenados de manera creciente.

[[ FW0a0) 2, JI FWasar) ot I FUasaras) 2,
ap€EA ap,a1 €A ap,a1a€A

0

Calculemos ker(6°). Sea w € ker(8Y), entonces si w = (Wag, Way, Way), Wa; € F(Uy,),
se tiene que

0
0w = (Way — Wayg, Way — Waygy Way — Way ) =0

Luego w,, = Wa, Va0, 47 € {0,1,2}. Como F' es sheaf existe s € F(X) tal que

Uaiozj

8|v,, = Wa,. Ahora, sis € F(X) yw = (s|v.,, 5lva, 5lv., ), entonces 8°w = 0. Luego

se tiene

ker(0°) = {(Way, Way, Way) € CO(U, F) : {wa, }1y define una seccion en F(X),}
esto es, ker(0°) ~ F(X).
Proposicién 3.3. La composicién § o § = 6% en

)

CP(U, F) cri (U, F) —2—~ CP2(U, F)

€S Cero.
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Demostracion. Sean w € CY(U, F) y n = dw. Por definicién

p+1
nao...ap+1 - (_1) wao...di...ap_»,_la
=0

luego, como en el caso de la homologia singular, tenemos

(52w)a0--~ap+2 = (577)ao..~ap+2

p+2

— (_1)‘]77040...6%'.“04;74»2
j=0
p+2

_ Z(—l)] [Z(—1)Zwa0...02i---02j--~ap+2 + Z(—1)1—1QUo¢0--.OZj...O?i---Oép+2:|
= = i>j

= Z (_1)i+jwozo..,02i...02j...ap+2 +Z(_1)i+j_1wa0~~-dj"'di"'o‘p+2
7=0,i<j i<y

= — Z(_1)H»jilwao-..oZi...O?j...ap+2 + Z(_1)iJrjilwao--~02i~--02j~~~a10+2

1<j i<d
= 0.

]

Definicién 3.5. La homologia del complejo {C*(U, F),§*} se denomina la cohomo-
logia de Cech de X con coeficientes en F, relativa al cubrimiento U = {U, : o € A}

y la denotaremos por H*(U, F).

Proposiciéon 3.4. Sea M un manifold suave y sea F' = P, p > 0 fijo, la sheaf de
p-formas en M. Entonces si U = {U, : a € A} es un cubrimiento abierto de M se
tiene que:
. QP(M), sii=0
H'(U,QP) =
0, st1 >0
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Demostracion. El complejo de Cech para F' es

o TTWe) & TI 9 Waoe) o T 9Wege) 5
apg€EA ag,ax1 €A ag,x1 EA

Un elemento de [] OP(U,,) esta en el kernel del primer § si y sélo si sus

apgEA

componentes son iguales en las dobles intersecciones, si y sélo si, es una seccion
global de F', pues I es sheaf.

Sea ahora {p, : @ € A} una particién de la unidad subordinada al cubrimiento U.
Supongamos w € [[QP(Uy,..a,) €s tal que dw = 0. Definamos 7 € [[ 2 (Uyy...cp_1)

COomo
Tog..ci_1 — E PaWaay...ai_15
a

donde, por abuso de notacién, pawaag..a;_, €s en realidad la forma

0, en Unag...as_, — SOpOIte(py)
PaWaag...a;_1y €1 Uaag...ai,l-

Por ser {p,} una particién de la unidad, 7,,. 4, , estd bien definida; ahora

i

(57—)0@...% = Z<_1)k7—ao...o2k...ai - Z(_]-)kpawaao...o?k...ai-

k=0 k.«

Como dw = 0, (0w)aagar = Wag-a; + 9 x(— 1) ! patwan...cr..a; = 0, ¥ entonces

(57)a0-~~ai = Z Pa Z(_l)kwaao...dk...ai
o k

- E PaWag...a; = Wag...a;-
ey
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Capitulo 4

Isomorfismo entre las cohomologias

4.1. Doble complejo

Consideremos el diagrama

T T T

0— AL g Al i> e £> AP i> e
+d +d +d
+d +d +d

0— A0 5 gll 5 o0 apl S
+d +d +d

0— A% & A0 O . 5 gp0
T T i\
0 0 0
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El diagrama anterior se llama un doble complejo si cada cuadrado

pg+1 9 p+1,g+1
A — A

+d +d

AP ﬁ> Aprt1la

es conmutativo. Este se denota por {A”9, 0, d}, ;>0-
Dado un doble complejo, definimos el complejo total de A = { AP 4, d}p, 4>0 COMO
T (A) = @,iqepn AP n > 0. Definimos D : T (A) — T (A) de la siguiente

manera. Si

a= P " T (A), D(a)= P {6a”"+ (~1)" da"} .

pt+q=n pt+q=n

Proposicién 4.1. {T*(A), D*} es un complejo.

Demostracion. Sea a € T"(A)

D(D(a)) = D ( & {5apvq+(—1)f’dapvq}>

ptg=n

= @ [66a" + (~1)P*" doar? + (1) bdaP? + (—1)* dda?]

ptq=n

= @ (-1 dsa + (~1)F 6da”"] = 0.

ptq=n

]

Proposicién 4.2. Sean { AP0, d}, ;>0 un doble complejo y {T™(A), D = d+(—1)Pd},>0

el complejo total asociado. Supongamos que cada fila

0 0 0 0

O 441@ . 14pﬂ R

AO,q

es exacta, excepto en p = 0. Esto es, el kernel del primer delta en la secuencia anterior
no es necesariamente cero. Entonces, al tomar la homologia por filas, el doble complejo

se reduce a un doble complejo en que sélo la primera columna es no nula. Ademds la
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homologia de esta columna, con operador d, es isomorfa a la homologia del complejo
total, es decir, HiHs(A%?) ~ HY(T(A)).

HY(T(A)) :ker( Hs(A%9) 1. Hs (A% )/Im( Hs (A7) —. Hs(A%9) )

Hy(AP9) = ker( AP0 —2—~ gp+ia )/Im( gp—ta —> s gpa )
Demostracion. Sea
BT = Hy(A") = ker( 400 —— Agla )
q > 0, con operador d. Veamos que H"(B*) = H"(T*(A)). Sean

AO,q g ,Al,q g - e S ,AP#] é - e e

0

la n-ésima fila del doble complejo y H}(B*) la n-ésima homologia del complejo
{B%,d}. Definimos ¢,, : H}(B*) — H"(T*(A)) como ¢n(Z,) = (2,,0,...,0) con

Zn € H}(B*). En este caso
D(2,,0,...,0) = 6(z,) + (—1)°dz, =0+ 0 = 0,
donde §(z,) = 0 ya que z, € ker(d) y dz, = 0 pues z, € H}(B*).

Afirmacién. Dado un elemento w, € ker(D : T"(A) — T""(A)), digamos w, =
(@0, @11y -5 Qnyo), existe v, = (bon,0,...,0) tal que W, = v, en H"(T*(A)),

n > 0.
En efecto, si D(agn, @1n-1,---,an0) = 0, entonces
dao’n = 0, (—l)dal,n_l + (5@0’“ = O, dag’n_g + 5(11,”_1 = 0, e ,5an,0 = 0

Como las filas son exactas, excepto en p = 0y da,o = 0, existe un b € A" 10 con

8b = a,p. Sean=(0,...,b),ne T (A y
Dn=(0,...,(=1)""db,6b) = (0,...,(=1)""'db, any).
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Entonces w,, — D_77 = W, pues
D_T] = Own — D?] = (aoyn, CLLn,l, Ce 7an71,1 — (—1)n_ldb, 0)

Claramente D(w, — Dn) = 0; luego d(a,_11 — (—1)""*db) = 0. Por lo tanto existe
vV e A"%! con 0V = a,_ 11 — (—1)""!db. Si hacemos 1’ = (0,...,¥,0), vemos que
w, —Dn—Dn' = (ap, - -.,0,0). Podemos continuar de manera similar por induccién,
usando la exactitud de todas las filas, con lo cual se sigue la afirmacién.

Veamos que ¢, es inyectiva. Supongamos que ¢,(Zn) = (zn,0,...,0) es la clase
del cero en H,(T*(A)). Existe & = (¢y-10,---,Con-1) € T" ' (A) tal que D¢ =
(21,0, ...,0). Esto implica que d¢,,_10 = 0y dcp_10 = 2n, Cn_10 € B+ = Hs(A%"1)
y dcn—10 = Zn, Zn = 0 en H}(B").

Veamos que ¢, es sobreyectiva. Dado w, = (d,,dp_1,...,dy) € T"(A), por la

afirmacién anterior, existe v, = (d,,0,...,0) con W, = v,. Sabemos que Dv,, = 0, de

donde d(d))) =0y d(d],) = 0. Luego d, € B". Claramente ¢, (d.,) = U,. O
La demostracion de la siguiente proposicién es analoga a la anterior.

Proposicién 4.3. Sean { AP, 0, d}, ;>0 un doble complejo y {T"(A), D = 6+(—1)"d},>0
el complejo total asociado. Si la homologia de cada columna es nula, excepto en la

posicion ¢ = 0, entonces al tomar homologia por columnas y luego por filas se obtiene

la homologia del complejo total, es decir, HsHy(AP?) ~ HP(T(A)).

4.2. Isomorfismo entre las cohomologias

Definicién 4.1. Sea M un manifold de dimension n. Un cubrimiento U = {U,}aca

se denomina un buen cubrimiento si Uy, .o, 7 ¢ es difeomorfo a R" para todo p > 0.
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En la demostracion de los resultados principales, se necesitara la existencia de un

buen cubrimiento para un manifold suave M.
Teorema 4.4. Todo Manifold suave M admite un buen cubrimiento.
Demostracion. Ver [1] pag 42. O

Teorema 4.5. Sean M un manifold suave y U = {U, }aca un buen cubrimiento para

M. Sea A el doble complejo {AP? = CP(U,Q9),6,d}p 40

0 ) )
0= 1990 > TI YUse) > T 9 (Usa,) —--
ag ap<a] apg<--<ap
+d +d +d
+d +d +d
0= [19' (Us) > TI 9" Uape) > I 9 (Usgoa,) -+
[e7) ap<al ap<---<ap
+d +d +d
0= T19°(Wa) > TI 9°Wapm) > I L Usgoa,) — -
o ap<al ap<--<ap
T T T
0 0 0

Entonces la n-ésima cohomologia de Cech, relativa al cubrimiento U, con coeficientes
en la sheaf R, de funciones localmente constantes en R, es isomorfa a la n-ésima

cohomologia de De Rham, es decir,

H™(U,R) = H}, (M),

Demostracion. Se puede ver que cada cuadrado del diagrama anterior conmuta. En
la proposicién 3.4, se mostré que cada fila

0 — o Il @Wa0) 3 I QWaear) 5, ... 5, T QWUaa) 5, ..
apg€EA ap,a1 €A ag,a1 EA
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solo tiene homologia no nula en la posiciéon p = 0 y es igual a
QT (M) =ker (0 : IV (Uy,) — Q! (Unga,)) -

Esto es valido independientemente del hecho de que U sea un buen cubrimiento.

Luego, al tomar homologia Hy se produce el doble complejo con una sola columna no

trivial, p = 0.

| P
QM) - 0 - 0 —
Td T T

Td T T
QM) - 0 - 0 —-
Td T T
QM) - 0 - 0 —-
T T I\

0 0 0

Por definicién, H} (Hs (C* (U,Q2*))) ~ Hpp (M) .
De otra parte, al tomar homologia por columnas, como U es un buen cubrimiento,
se tiene de las propiedades functoriales de la cohomologia de De Rham, lema 2.6 y

del corolario 2.11, que cada columna

H QO (Uaonup) i) H Ql (Uao-~~ap) i} T

ag<-<ap ap<-<ap

solo tiene homologia no nula al comienzo, en la posiciéon cero. Se tiene
ker (d : TIQ° (Ung--a,) = Q" (Ungea,)) = CP (U,R) = Tnga,R (Uaga, ) -

Entonces, después de tomar homologia por columnas, el doble complejo se reduce al
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complejo

0— 0 — 0 — = 0 — e
T T T

0— 0 — 0 — = 0 —
T T T

0— C°(UR) & C'(UR) & -5 CP(UR) ..
1 1 1
0 0 0

con lo cual se tiene H (Hq,(C*(U,Q%))) ~ H"(U,R).
Sea {T"(A),D = 6 + (—1)?d},>0 el complejo total asociado al doble complejo
A= {AP1 = CP(U,9),0,d}, 4>0. Por las proposiciones 4.2 y 4.3 se tiene
H™(U,R) =~ Hy (Hy(C*(U, ")) = H*(T(A))
~ Hy (Hs (C* (U, 7))
~ Hpp (M)
Por lo tanto H"(U,R) >~ H},,(M). O
Teorema 4.6 (Teorema de De Rham). La cohomologia de De Rham de un manifold

suave no depende de su estructura diferenciable.

Demostracion. En efecto, la cohomologia de De Rham es isomorfa a la cohomologia de
Cech relativa a un buen cubrimiento, con la sheaf de funciones localmente constantes

en R y esta ultima cohomologia es meramente combinatoria. O]

Teorema 4.7. Si M es un n-manifold suave y U = {U, : a € A} es un buen

cubrimiento contable, entonces

HP

sing

(M) ~ H?(U,Z).

56



Demostracion. Se puede ver que cada cuadrado del diagrama anterior conmuta. De
la exactitud de la secuencia de Mayer-Vietoris generalizada proposicion 1.15, y al

considerar el doble complejo cuyas entradas son

APT = HOInZ( @ S;L<Ua0~-ap)7z)

ap<--<ap

H HOI'HZ (S;L (Uag...ap) 7Z) )

ap<--<ap

12

esto es,

; |
0= Tl4, S“q( o) = Tagenca, 5% (Vag.ay) =+

T T

0— H SuO ( ) — = Hao<--~<ap 5’%0 (Uao---ap) —
T T
0 0

donde por notacion S*“4(Uy,..q,) := Homy (S}IL(UQO..,%),Z).
Un complejo exacto de grupos libres cuando se dualiza, sigue siendo exacto. Luego
cada fila del diagrama anterior es exacta, excepto en su término inicial. Luego, al

tomar homologia por filas, sélo la primera columna es distinta de cero.
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T T
Sul(M) —---— 0 —-

T T
SWO (M) —-+— 0 —-

1 +

0 0

Después de tomar homologias por columnas, se obtiene

Hi (A7) =HI (M).

sing

Computemos ahora Hs,. Notemos que HL  (Z) = (0) si Z es homeomorfo a R y

sing
q > 0. Ademds Hy (Z) = 6@

ven L, donde |B| es el nimero de componentes conexas

de Z. Notemos también que si Z es un espacio topoldgico en el cual las componentes

conexas y arcoconexas coinciden, por ejemplo si Z es un manifold, entonces:
ker (9° : Hom (S, (2),Z) — Hom (S; (Z),Z)) ~ K,

donde

K ={0:7Z — 7 : oes constante en cada componente conexa deZ}.

Entonces

ker [ [T 9" (Uspoan) = I 9" Uepean) | = ] Z(Uageay)

ap<---<ap ap<---<op ap<---<op

= C"(U,7Z).
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Por otro lado, como cada Uy,...q, es difeomorfo a R", la homologia por columnas es
cero en cualquier punto distinto del comienzo. Asi Hy (A") solo tiene la primera fila

distinta de cero.

0— 0 — 0 — = 0 — e

_>
_>
_>

0— 0 —

0 — - 0 —
) ) T
0— Hao Z (Uao) - Ha0<a1 Z (Uoéooé1) - Ha0<-~~<ap Z (Uao,..ap) e
T T i\
0 0 0

Luego, al tomar homologia por filas se obtiene H}, (A~) = H? (U,Z), la p—ésima
cohomologia de Cech con respecto a la sheaf Z (—), funciones localmente constantes
con valores en Z.

Finalmente de las proposiciones 4.2 y 4.3, se sigue que

HP

sing

(M) ~ HP(U,Z).
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